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8 Алябьева М.В., Изварин И.А.  ОТДЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ ОЦЕНКИ ЭКОНО… 
 

 
УДК 338.1 
 

ОТДЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ ОЦЕНКИ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ  
УСТОЙЧИВОСТИ ПРЕДПРИЯТИЯ СФЕРЫ УСЛУГ 

 
Алябьева М.В., профессор, доктор экономических наук,  

профессор кафедры экономики 
АНО ВО «Белгородский университет кооперации,  

экономики и права», г. Белгород 
Изварин И.А., аспирант кафедры экономики 

АНО ВО «Белгородский университет кооперации,  
экономики и права», г. Белгород 

 
Аннотация: В статье выделены основные составляющие экономической ус-

тойчивости предприятий, рассмотрены общие аспекты ее оценки, а также опреде-
лены особенности  оценки экономической устойчивости предприятия сферы ус-
луг. Обосновано, что при оценке экономической устойчивости предприятий сферы 
услуг следует больше внимания уделять оценке маркетинговой составляющей. 
Это обусловлено тем, что сфера услуг непосредственно связана с  продажей това-
ров и оказанием услуг населению, а значит более детально должна оцениваться 
степень удовлетворенности населения услугами и продаваемыми товарами. Также 
в статье предложена методика интегральной оценки экономической устойчивости 
предприятия сферы услуг и определены основные показатели ее оценки по семи 
составляющим.  

Ключевые слова: экономическая устойчивость, оценка экономической ус-
тойчивости, сфера услуг. 

 
Введение: В настоящее время предприятия для успешного функционирова-

ния и обеспечения возможности противостоять влиянию негативных внешних и 
внутренних факторов должны уделять должное внимание обеспечению экономи-
ческой устойчивости. Кроме того, важное значение имеет своевременная оценка 
экономической устойчивости, которая позволит предприятиям ориентироваться в 
сложных экономических условиях и понимать уровень своей уязвимости по отно-
шению  к происходящим изменениям. 

Экономическая устойчивость предприятия в нашем понимании представляет 
собой такое состояние  предприятия, при котором характеризующие его количест-
венные и качественные экономические параметры функционирования находятся в 
определенных установленных границах, сохраняют исходное равновесие при воз-
действии факторов внутренней и внешней среды,  и посредством управленческих 
воздействий обеспечивают предприятию экономический рост в динамике. 

Экономическая устойчивость предприятия сферы услуг с позиций ее фор-
мирования и оценки в целом схожа с экономической устойчивостью предприятий 
других сфер деятельности. При этом имеются некоторые особенности, касающие-
ся того, что сфера услуг непосредственно связана с  продажей товаров и оказанием 

http://teacode.com/online/udc/33/338.1.html
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услуг населению. Следовательно, при оценке экономической устойчивости следу-
ет учитывать особенности тех или иных групп населения региона, его расселение 
по регионам страны, предпочтения в выборе товаров и услуг, а также качество са-
мих услуг. От степени удовлетворенности населения услугами и продаваемыми 
товарами во многом зависят выручка и конечные финансовые результаты деятель-
ности предприятия сферы услуг, его конкурентоспособность, а значит и экономи-
ческая устойчивость. 

Обычно трудно одним показателем оценить экономическую устойчивость 
предприятия, поскольку она является комплексной характеристикой предприятия 
по следующим составляющим устойчивости: финансовой, кадрово-социальной, 
материально-технической, инновационной, организационной и устойчивости  об-
щеэкономических результатов деятельности. При этом круг этих составляющих 
многими исследователями еще более расширен. Так, например, в составе эконо-
мической устойчивости выделяют имущественно-ресурсную и позиционно-
маркетинговую устойчивость [1], производственно-технологическую и рыночную 
устойчивость [2],  

Исходя из того, что устойчивость в общеэкономическом смысле представля-
ет собой способность субъекта сохранять и восстанавливать некое состояние, при-
нятое в качестве приемлемого [1], то для ее оценки следует устанавливать опреде-
ленные нормативные (критические) значения показателей оценки по каждой из 
составляющих.   

Следует отметить,  что долгое время расчет показателей финансовой состав-
ляющей экономической устойчивости регламентировался Федеральной службой 
России по финансовому оздоровлению и банкротству (ФСФО), которая давала ре-
комендации по проведению анализа финансового состояния предприятий. После 
принятия Федерального закона  «О несостоятельности (банкротстве)» от 
26.10.2002 года № 127-ФЗ анализ финансового состояния стал относиться к ком-
петенции налоговых органов. При этом имеется соответствующая методика, ка-
сающаяся анализа финансового состояния и платежеспособности только стратеги-
ческих предприятий. Также действуют Постановление Правительства РФ от 
25.06.2003 № 367 «Об утверждении Правил проведения арбитражным управляю-
щим финансового анализа». Эти документы содержат и определенные нормативы 
предельных значений для отдельных финансовых коэффициентов – ликвидности, 
платежеспособности, финансовой устойчивости и других.  

Нормативные (критические) значения показателей оценки экономической 
устойчивости по другим ее составляющим законодательно не закреплены, а также 
не регламентирован и сам расчет показателей оценки. Поэтому предприятия 
должны сами устанавливать значения показателей оценки в качестве приемлемых 
исходя из практики прошлых лет или на основе среднеотраслевых расчетов,  а 
также устанавливать самостоятельно сами показатели оценки с учетом специфики 
бизнеса. При этом нужно отбирать наиболее значимые из них [3]. 

Что касается экономической устойчивости предприятия сферы услуг, то при 
ее оценке, по нашему мнению, следует учитывать следующие особенности оцен-
ки: 
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- при оценке необходимо уделять большее значение маркетинговой (рыноч-
ной) составляющей экономической устойчивости, которая направлена на оценку 
взаимодействия с покупателями при продаже товаров и оказании услуг; 

- в процессе оценки необходимо использовать как статический (на конкрет-
ную дату), так и динамический подход, исследуя показатели за ряд временных пе-
риодов; 

- при расчетах экономической устойчивости следует определить норматив-
ные значения показателей, нормативы по которым законодательно не установле-
ны, а также использовать интегральный подход по причине множества состав-
ляющих экономической устойчивости, возможной разнонаправленности показате-
лей и разных единиц их измерения; 

- при использовании интегрального подхода необходимо разработать еди-
ную критериальную шкалу интерпретации уровня экономической устойчивости в 
зависимости от значения интегрального индекса экономической устойчивости. 

В процессе исследования нами определены основные показатели для оценки 
экономической устойчивости предприятия сферы услуг в разрезе наиболее значи-
мых ее составляющих (табл. 1). 

При этом нами выделено 7 составляющих экономической устойчивости. По 
каждой из этих составляющих для показателей следует установить определенные 
нормативные (критические) значения, которые в дальнейшем будут приняты за 
единицу (базу). При этом, как отмечалось ранее, по большинству показателей фи-
нансовой устойчивости нормативные значения установлены законодательно. Так-
же необходимо определить желаемую направленность каждого показателя, спо-
собствующую росту экономической устойчивости в рамках соответствующей со-
ставляющей.  

Далее по каждому показателю необходимо найти соответствующие относи-
тельные отклонения реального значения показателя от единицы (от его норматив-
ного значения), представить их в виде индексов и каждому из них присвоить 
бальные значения, которые зависят от желаемой направленности (рекомендуемой 
тенденции) показателя.   

Таблица 1 
Основные показатели оценки экономической устойчивости  

предприятия сферы услуг в разрезе наиболее значимых ее составляющих 
 

Состав-
ляющая эконо-
мической ус-
тойчивости 

Показатели оценки 

Финансовая  Коэффициент финансовой независимости 
Коэффициент финансовой устойчивости 
Коэффициент соотношения собственного оборотно-

го капитала и запасов 
Коэффициент текущей ликвидности 
Коэффициент абсолютной ликвидности 

Кадрово- Производительность труда 
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социальная  Прибыль на 1 работника 
Доля затрат на оплату труда в выручке 
Коэффициент текучести кадров 
Коэффициент соотношения средней заработной 

платы предприятия и средней заработной платы в ре-
гионе (или отрасли) 

Материаль-
но-техническая  

Фондоотдача 
Коэффициент оборачиваемости оборотных средств 
Коэффициент годности основных средств 

Инноваци-
онная  

Удельный вес онлайн-продаж в общем объеме 
продаж  

Удельный вес операций, осуществляемых с 
использованием цифровых технологий  

Удельный вес стоимости инновационного 
оборудования в общей стоимости основных фондов 
предприятия 

Организа-
ционная  

Уровень электронного документооборота при 
осуществлении бизнес-процессов 

Уровень стабильности организационной структуры 
Коэффициент эффективности организации 

управления 
Маркетин-

говая (рыноч-
ная) 

Доля рынка предприятия 
Коэффициент ритмичности продаж 
Коэффициент удовлетворенности покупателей то-

варом 
Коэффициент удовлетворенности покупателей ка-

чеством обслуживания 
Коэффициент лояльности клиентов 
Уровень маркетинговых затрат в общих затратах 

предприятия 
Устойчи-

вость  обще-
экономичес-ких 
результатов 
деятельности 

Рентабельность оборота 
Рентабельность активов 
Коэффициент соотношения дебиторской и креди-

торской задолженности 

 
Для показателей, имеющих рекомендуемую тенденцию к росту, рекомен-

дуемая бальная шкала может быть определена следующим образом: 
- меньше 0,7 – 0 баллов; 
- от 0,71 до 0,9 – 0,3 балла; 
- от 0,91 до 0,99 – 0,7 балла; 
- более 1 – 1 балл. 
Аналогично, для  показателей, имеющих рекомендуемую тенденцию к сни-

жению, рекомендуемая бальная шкала может быть определена следующим обра-
зом: 

- больше 1,3 – 0 баллов; 



12 Алябьева М.В., Изварин И.А.  ОТДЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ ОЦЕНКИ ЭКОНО… 
 

- от 1,1 до 1,29 – 0,3 балла; 
- от 1,01 до 1,09 – 0,7 балла; 
- менее 1 – 1 балл. 
Далее по каждой из составляющих необходимо рассчитать интегральный 

индекс устойчивости ( СУинтI ) по формуле: 

n
Б

интI СУ
∑= ,                                            (1) 

где    ∑Б  – сумма баллов; 
 n – количество показателей по каждой составляющей. 
 Для оценки общего интегрального индекса экономической устойчивости (

ЭУIи ) можно использовать формулу: 
 

7
интI

Iи СУ
ЭУ

∑=                                          (2)            

где  ∑ СУинтI – сумма интегральных индексов по каждой из составляющих 
экономической устойчивости. 

 В целом интерпретацию уровня экономической устойчивости в зависимости 
от значения интегрального индекса экономической устойчивости можно предста-
вить в виде шкалы (табл. 2). 

Таблица 2 
Критериальная шкала интерпретации уровня  
экономической устойчивости в зависимости  

от значения интегрального индекса экономической устойчивости  
 

Значение интегрального индек-
са экономической устойчивости  

Интерпретация уровня эконо-
мической устойчивости 

0,96 – 1 Высокий  
0,76 – 0,95 Средний 
0,51 – 0,75 Низкий 
0 – 0,5 Критический 

 
Данная методика, с одной стороны, позволит определить общий уровень 

экономической устойчивости предприятия,  а с другой стороны, позволит понять 
за счет какой из составляющих он оказался в том или ином диапазоне значений. 

Если предприятие имеет низкий и критический уровень экономической ус-
тойчивости, то в процессе оценки необходимо выявить причины такого уровня и 
наметить пути выхода из сложившейся ситуации. Также при таком значении 
уровня экономической устойчивости необходимо оценить вероятность банкротст-
ва используя имеющиеся методики оценки риска банкротства. Такой уровень эко-
номической устойчивости может свидетельствовать о неправильно выбранной 
предприятием общей стратегии развития или о нерационально организованных 
бизнес-процессах. Также возможен дисбаланс в структуре активов предприятия, в 
соотношении собственного и заемного капитала, в структуре основных или обо-
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ротных средств.   Кроме того, это может быть обусловлено недостаточно органи-
зованной маркетинговой работой или неблагоприятным микроклиматом в коллек-
тиве. 

Если же предприятие имеет высокий или средний уровень экономической 
устойчивости, то следует не останавливаться на достигнутом и, возможно, повы-
сить (понизить) нормативные значения показателей по каждой из составляющих. 

Таким образом, оценка экономической устойчивости предприятия сферы 
услуг позволит своевременно выявлять внешние и внутренние факторы, которые 
могут нарушить равновесие предприятия по сравнению  с исходным. При оценке 
экономической устойчивости предприятия сферы услуг больший акцент следует 
делать на маркетинговой (рыночной) составляющей оценки, поскольку предпри-
ятия данной сферы непосредственно выходят на конечных потребителей товаров и 
услуг, которые должны получать качественно оказываемые услуги. Интегральная 
оценка экономической устойчивости позволит определить как ее общий уровень, 
так и уровень в рамках каждой из составляющих.  
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Аннотация: в данной статье рассматривается влияние китайских трансна-
циональных корпораций на мировой рынок инвестиций, который претерпел зна-
чительные изменения за последние десятилетия. 

Ключевые слова: Китай, транснациональные корпорации, инвестиции, гло-
бальный рынок, международная экономика. 

 
Введение: В начале XXI века Китай активно наращивал объемы экспорта и 

импорта, а также начал активно инвестировать в зарубежные страны. Несмотря на 
то, что США до сих пор являются крупнейшим инвестором в мире, Китай все же 
стремится стать мировым лидером по инвестиционным процессам. Китайские ин-
весторы намерены осуществить данную цель благодаря тому, что транснацио-
нальные компании Китая имеют большой опыт в управлении инвестиционными 
потоками и осуществляют свою деятельность во многих отраслях экономики. 
Первоначально экономика Китая была мировой производственной площадкой, ко-
торая способствовала значительному росту экспорта различных товаров и услуг. 
Спустя время китайская экономика в процессе своего развития постепенно пре-
вратилась в одного из самых крупных инвесторов, занимаясь прямыми инвести-
циями в различные страны, например, в страны Африки, Латинской Америки, 
России и т.д.  

За последний период времени китайскими компаниями было сделано немало 
для того, чтобы увеличить свои позиции на мировом рынке. Это относится к неф-
тедобывающей и газовой промышленности, инновационным технологиям, а также 
банковскому сектору. Необходимо отметить тот факт, что данные сферы экономи-
ки являются фундаментальными для ее дальнейшего развития. Завоевание лидер-
ских позиций в этом случае требует постоянной борьбы, в которой каждая страна 
может принять участие и повысить свою значимость в данном процессе [1].  

По результатам исследования, проведенного среди транснациональных ком-
паний, занимающихся добычей и переработкой нефти и газа второк место в отрас-
левом рейтинге занимают компании «Petrol China» и «China National petroleum» 
[2]. Инновационные технологии являются одним из наиболее важных факторов 
для развития мировой экономики. В сфере развития инновационных технологий 
самыми крупными транснациональными корпорациями, которые инвестируют де-
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нежные средства в развитие мировой экономики являются «Chinamobil», «China 
telecom», «Alibaba Group», «Lenovo», «Xiaomi», «Tencent», «baidu» и т.д. 

Итак, какова роль китайских транснациональных корпораций на мировом 
рынке инвестиций? 

Участие китайских транснациональных корпораций (ТНК) в глобальном 
рынке инвестиций оказывает большое влияние на мировую экономику. Рассмот-
рим основные аспекты данного явления. 

Во-первых, инвестиции, направляемые в Китай, являются одним из самых 
крупных источников прямых иностранных инвестиций (FDI) в мире. Начиная с 
середины прошлого века, китайские ТНК стали активно расширять свое присутст-
вие за рубежом, вкладывая средства в различные сектора экономики: промышлен-
ность, транспорт, энергетика, технологии и другие. 

Во-вторых, Экспансия на новые рынки. Инвестиции в развивающиеся стра-
ны со стороны китайских корпораций способствуют экономическому росту этих 
стран. Например, государства Африки и Латинской Америки являются наиболее 
привлекательными для китайских инвестиций в инфраструктурные проекты. Это 
касается строительства дорог, мостов и энергетики. Данные инвестиции часто свя-
заны с проектом «Пояс и путь», который направлен на продвижение торговых свя-
зей, а также развитие инфраструктуры в этих регионах. 

В-третьих, на глобальные цепочки поставок оказывалось влияние. Ключе-
выми игроками в глобальных цепочках поставок стали китайские ТНК. Они спо-
собствуют получению доступа к ресурсам и производственным мощностям, что 
способствует укреплению их позиций на мировых рынках товаров и услуг. 

В-четвёртых, развитие конкуренции на рынках, которые контролируются 
западными компаниями. У западных корпораций появляется возможность столк-
нуться с серьезной конкуренцией со стороны Китая, что может привести к пере-
смотру стратегии в сторону ужесточения. Зачастую, китайские компании предос-
тавляют более привлекательные условия для сотрудничества, такие как: конку-
рентные цены, доступ к новейшим технологиям и гибкость в подходах к работе. 
Кроме того, увеличение количества китайских ТНК оказывает влияние на регуля-
торные нормы и стандарты в области международного рынка.  

Таким образом, китайские транснациональные корпорации имеют большое 
влияние на мировой рынок инвестиций, они способствуют экономическому разви-
тию как в своей стране, так и за ее пределами. Их действия способствуют значи-
тельному изменению динамики глобальной экономики, они способствуют форми-
рованию новых стандартов и подходов в международной торговле и финансах. 
Наблюдая за динамикой роста китайской экономики, можно сделать вывод о том, 
что их роль в международном инвестиционном рынке будет только возрастать в 
обозримом будущем. 
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Аннотация: Статья посвящена роли цифровых технологий в современной 
экономике. Важную роль в экономике играют автоматизированные системы 
управления предприятием, такие как CRM-системы. Внедрение цифровых техно-
логий способствует росту производительности и оптимизации бизнес-процессов, 
что ведет к увеличению прибыли. В статье рассмотрены последние тенденции 
цифровизации и их воздействие на крупные компании, такие как Amazon, что  де-
монстрирует практическое применение информационных технологий в реальной 
экономике. 
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Введение: Развитие современного мира происходит со стремительной ско-

ростью. Каждый день мы наблюдаем новые открытия в различных сферах жизне-
деятельности людей. Действительно, совсем недавно весь мир следил за новым 
роботом Илона Маска. Это робот-гуманоид «Optimus Gen», который по сравнению 
с предыдущими моделями стал более функциональным и лёгким; он обладает че-
ловекоподобной походкой, может готовить и ходить в магазин за покупками. Уди-
вительной технологией последних лет является нейросеть «ChatGPT», созданная 
на основе искусственного интеллекта. Периодически обновляющаяся платформа 
теперь умеет расшифровывать шутки, анализировать изображения и создавать 
обширные тексты объёмом до 25 тысяч символов. В 2023 году в США открылся 
концертный зал в виде сферы, которая снаружи представлена экраном площадью 
54000 квадратных метров. Таким образом, инновации стали частью современного 
человечества [1, С. 205]. 

Активно внедряющимися во все сферы жизнедеятельности современного 
человека являются цифровые технологии. Это инновационные технологии, осно-
ванные на хранении, обработке и передаче информации в цифровом формате. 
Цифровые технологии обладают массой преимуществ, например, высокой скоро-
стью передачи данных, непрекращающейся коммуникацией (современные гадже-
ты позволяют непрерывно поддерживать связь), а также автоматизацией различ-
ных процессов (производство, продажи, клиентский сервис и т.п.). Цифровизация 
– это повсеместное использование цифровых технологий. Действительно, их при-
менение связано с такими отраслями, как коммуникации (электронная почта, раз-
личные социальные сети и мессенджеры); образование (электронные журналы, 
интерактивные платформы для проведения занятий и т.п.); медицина (системы для 
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работы с клиентскими данными; роботизированные модели для диагностики); до-
суг (шлемы виртуальной реальности) [2, С. 303]. 

Одной из сфер, тесно связанной с другими и охваченной цифровыми техно-
логиями, является экономика. Это послужило фундаментом для появления поня-
тия «цифровая экономика» - деятельность хозяйствующих субъектов, основным 
фактором которых являются цифровые информационные данные в процессе про-
изводства, распределения и потребления товаров и услуг. Рассмотрим некоторые 
примеры применения цифровых технологий в экономике. Эффективная деятель-
ность любого бизнеса возможна в случае максимальной прибыли и минимальных 
издержек. Это возможно благодаря автоматизации рутинных бизнес-процессов. 
Одной из популярных систем автоматизации сейчас является CRM-система, по-
зволяющая хранить, обрабатывать и систематизировать данные о клиентах и сдел-
ках. Автоматизируются и упрощаются благодаря различным программам такие 
процессы, как ручное принятие заявки о клиенте, шаблонные ответы клиентам в 
мессенджерах. В различных CRM-системах также происходит распределение за-
дач по сотрудникам, что увеличивает производительность труда и повышает каче-
ство работы. Таким образом, внедрение в бизнес-процессы таких цифровых тех-
нологий, как CRM-системы, позволяет максимально упростить и улучшить произ-
водственный процесс [3, С. 22-24]. 

В настоящее время искусственный интеллект (ИИ) прочно завоёвывает себе 
место под солнцем. Его используют во многих сферах жизни, в том числе и в эко-
номике. Компания Amazon является лидером в использовании технологий ИИ. 
Она использует его для улучшения производительности своей работы. Компания 
применяет для выбора упаковки и сортировки роботов на базе ИИ. Это помогает 
им ускорить доставку и её точность. Алгоритмы искусственного интеллекта выби-
рают наиболее оптимальные маршруты доставки, чтобы сократить время доставки 
и расходы на топливо [4, С. 429-433]. Amazon также использует ИИ для работы с 
клиентами. Например, для персональных рекомендаций. Искусственный интел-
лект вычисляет с помощью анализа прошлых покупок, истории поиска и просмот-
ра предпочтения покупателя. Так, пользователи видят лишь тот товар, который их 
может заинтересовать, чтобы в будущем купить его. Служба поддержки покупате-
лей работает с помощью ботов, оснащённых искусственным интеллектом и пре-
доставляет помощь круглосуточно, решая вопросы и проблемы  за кратчайшие 
сроки. Опция «AI Powers» помогает пользователям преобразовать текст в изобра-
жение или видео, чтобы найти нужный товар по описанию. Amazon Kendra – кор-
поративный сервис интеллектуального поиска, помогает клиентам и сотрудникам 
искать информацию в разных репозиториях благодаря встроенным коннекторам. 
Компания использует искусственный интеллект повсеместно, благодаря чему усо-
вершенствовала свою работу, качество обслуживания и конкурентоспособность. 
Каждый год Amazon выделяет миллиарды долларов для разработки и улучшения 
ИИ, что позволяет компании оставаться лидером среди продаж товаров и услуг. 

В последние несколько лет в мире экономики набирает свою популярность 
блокчейн. Блокчейн (Blockchain) – технология, позволяющая организовать базу 
данных, которая состоит из цепочки блоков, в каждом из которых есть информа-
ция о предыдущих. Эту технологию активно используют во многих сферах: ту-
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ризм, СМИ, медицина, государственные порталы ( Госуслуги, ФНС). Одним из 
преимуществ блокчейна является безопасность. Все данные надёжно защищены. 
Блокчейн содержит в себе информацию обо всех операциях, которую невозможно 
скрыть или удалить. Эту технологию используют в P2P-транзакциях, торговом 
финансировании, цифровых валютах и т.д. [5, С. 9-10]. 

Облачные вычисления – это система, дающая сетевой доступ к серверам, ба-
зам данных, программному обеспечению. Благодаря облачным вычислениям не-
обязательно покупать дорогостоящее аппаратное обеспечение, можно получить 
возможность воспользоваться мощными компьютерными ресурсами по запросу за 
определенную плату. Примеры облачного вычисления: Google Drive, Dropbox, 
Amazon Web Services (AWS) и т.д.  

Цифровые технологии постоянно трансформируют и преобразовывают со-
временную экономику. Цифровая революция позволяет жить обществу более пол-
ной и яркой жизнью. С каждым годом появляются новые технологии, которые 
влияют благоприятно на экономику стран. Инновации в сфере цифровизации ста-
нут ключом к лучшему будущему всех стран мира. 
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Аннотация: В данной статье рассматривается определенный алгоритм при-
нятия хозяйственного решения, процедура которого всегда будет связана как с  
ожиданием эффективности от проекта, так и возникающих убытков, требующих 
регулирования и минимизации. Хозяйственные решения – это важнейшая эконо-
мическая категория, на которой строится весь хозяйственный процесс, с организа-
цией хозяйственных операций, так и получением эффективности от осуществле-
ния этой деятельности. При принятии и осуществлении хозяйственного решения 
необходимо определить конечную цель его осуществления  и рассчитать предва-
рительный результат, так называемую отдачу от проекта. Соотношение получен-
ных доходов с расходами покажет эффект от хозяйственной операции. 

Ключевые слова: решение, хозяйственное решение, эффект, действия, при-
нятие решения. 

 
Введение: Актуальность темы исследования заключается в том, что органи-

зация обоснования и принятия хозяйственного решения является важной состав-
ляющей всего экономического процесса развития хозяйственных отношений и 
верное принятие решения будет способствовать получению ожидаемого эффекта 
от хозяйственной сделки. 

Объектом изучения является хозяйственное решение, особенности его при-
нятия. 

Предметом изучения является определение выбора с принятием определен-
ного хозяйственного решения, альтернативы данному  хозяйственному решению. 

Задачами исследования являются: 
- ознакомление с категорией «хозяйственное решение»; 
- рассмотрение преимуществ выбора  хозяйственных решений; 
- определение эффективных направлений выбора хозяйственных решений. 
Изучение принятия хозяйственных решений активно исследуют современ-

ные ученые-экономисты, так определение понятия хозяйственного решения, оцен-
ки риска и эффективности, организации принятия посвящены работы Белова, П. 
Г., Балдина, К. В., Воробьева С.Н., Уткина В.Б., Воронцовского, А. В. 

Операции хозяйственных субъектов, основанные на принятии решений, 
осуществляются для достижения определенных целей. В хозяйственной деятель-
ности это направлено на получение прибыли, увеличение объема производства, 
закрепление в определенном сегменте рынка, обеспечении устойчивости функ-
ционирования и дальнейшего развития. При принятии решений фирма должна 
учитывать имеющиеся ресурсы: материальные, трудовые, финансовые, они могут 
быть ограниченными и предпринимаются меры по их поиску и привлечению. 

Решение по экономике планирования представляет собой план работы, дея-
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тельности, вариант осуществления проекта. Управленческое решение носит ком-
плексный характер, оно включает определенную идею участников процесса осу-
ществления, формы, методы реализации. 

Принятие решения означает, что субъект хозяйствования путем проведения 
оценочных операций пришел к определенному результату, выбору осуществить 
определенное действие, учитывая последствия сделки. 

Сущность понятия «хозяйственный» означает: «связан с ведением хозяйст-
ва, экономикой». 

Хозяйственное решение ‒ результат анализа, прогнозирования, оптимизации 
экономического обоснования и выбора альтернативы из совокупности вариантов 
достижения конкретной цели предприятия. 

Под хозяйственным решением понимают выбранный метод действий субъ-
ектов ведения хозяйства по определенной (как правило, экономической) проблеме, 
в условиях ограниченности ресурсов, неопределенности внешней среды и риска 
для достижения поставленной цели или группы целей субъекта хозяйствования. 

Процесс принятия хозяйственного решения - представляет собой анализ и 
оценку состояния среды влияния, формирования цели, к чему стремится субъект 
хозяйствования, выбор и формирование альтернативы, направленных на достиже-
ние указанной цели, прогнозирование возможных последствий принятия различ-
ных альтернативных решений, выбор наиболее эффективного варианта из множе-
ства альтернатив. 

Под характеристикой хозяйственного решения понимают совокупность при-
знаков: наличие цели, на достижение которой направлено решение, наличие аль-
тернативных вариантов действий, из которых выбирается решение, наличие кри-
терия, по которому осуществляется выбор принятия решения, наличие субъекта, 
принимающего решение, необходимость проявления воли субъекта при избран-
ных им действиях. 

Хозяйственное решение  по сути своего принятия должно быть оптималь-
ным, эффективным и результативным. Оптимальность ‒ способность быть наи-
лучшим, согласно критериев оптимальности.  

Эффективным является решение, которое приводит к оптимальным, дейст-
венным результатам.  

Результативным следует назвать решение, реализация которого позволяет 
повысить рентабельность, добиться финансовой устойчивости, доходности, опти-
мальности в формировании ресурсов предприятия.  

От выбора того или иного хозяйственного решения будет зависеть будущее 
существования и развития фирмы. 

Процесс принятия рационального решения с учетом указанных основных 
элементов может быть представлен следующим алгоритмом:  

- во-первых, необходимо определить и выделить общие ограничения для 
принятия решения (имеющиеся ресурсы и время, недостаточное число работников 
для снятия проблемы, потребность в технологии, которая еще не внедрена, зако-
нодательство, острая конкуренция и другие ограничения), которые могут повлиять 
на реализуемость того или иного возможного варианта;  

-во-вторых, следует определить и сформулировать ограничения конкретного 



22 Безкровная Г.Д. «ООБЕННОСТИ ПРИНЯ…» 
 

руководителя, принимающего решение и обеспечивающего его реализацию (его 
полномочия и реальные возможности);  

-в-третьих, определить критерии для оценки альтернатив, позволяющие вы-
брать лучшую из них.  

- в-четвертых, после оценки альтернатив и определении результативности,  
необходимо определятся с выбором решения.  

При обоснования хозяйственных решений в условиях риска рекомендуется 
применять ряд правил, которые способствуют урегулированию риска в опреде-
ленных рамках:  

- нецелесообразность рисковать больше, чем это позволяет размер собствен-
ного капитала; суть этого заключается в том, что прежде чем принять решение в 
условиях риска, следует: определить максимально возможный объем убытка в 
случае наступления рискового события; сравнить возможный объем убытка с объ-
емом вложенного капитала; сравнить возможный объем убытка со всеми собст-
венными финансовыми ресурсами, чтобы определить, не приведут ли эти убытки 
к банкротству предприятия; 

- при принятии хозяйственных решений необходимо учитывать соотноше-
ния доходов и расходов проекта осуществления, так эффективным будет считаться 
соотношение 30:70, т.е. 70 % - доходы, 30 % -затраты мероприятия; 

- применять правило «разумного риска» основано на принципе 70:30: если 
руководитель на 70 % уверен в успехе дела, то дает свое согласие, 30 % сомнений 
станут мотивом для рассмотрения мер, которые следует принять в случае неудачи; 

- по возможности, с учетом получения информации определять последствия 
риска;  

-. нецелесообразность рисковать большим ради малого, реализация этого 
принципа предполагает сравнение ожидаемого дохода с уровнем рисков, прису-
щих этой деятельности;  

-. положительное решение принимается только в случае отсутствия сомне-
ний в правильности выбора.  

Процесс обоснования выбора хозяйственного решения в условиях риска 
можно разделить на следующие составляющие: 

- рассчитываются прогнозные значения результативных показателей для ка-
ждого из вариантов хозяйственного решения; 

- определяется отклонение полученного результата хозяйственного решения 
от  прогнозируемого; 

- происходит определение среднего ожидаемого дохода от хозяйственной 
операции и его сравнение с максимальным прогнозным результатом. 

- осуществляется сравнение максимально положительного и минимально 
отрицательного вариантов хозяйственного решения. 

 В заключении рассчитывается и сравнивается эффективность по каждому 
хозяйственному решению и принимается окончательный вариант, который явля-
ется наиболее подходящим для фирм, компаний, предприятий. 
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Аннотация: В статье рассмотрено определение ключевой ставки и то, как 

она влияет на экономические процессы. Ключевая процентная ставка является од-
ним из важнейших инструментов денежно-кредитной политики, который оказыва-
ет значительное влияние на экономику страны. Ключевая ставка служит ориенти-
ром для банков и финансовых учреждений, определяя стоимость заимствований и 
доходность сбережений. Ее изменение может повлиять на уровень инфляции, курс 
национальной валюты, а также на общую экономическую активность. 

Ключевые слова: ключевая ставка, влияние, банк, процессы, уровень 
 
Введение: Итак, ключевая ставка – это минимальная ставка процента, под 

которой Центральный банк (в нашей стране – Банк России) выдает кредиты для 
коммерческих банков [1]. Проще говоря, это то, сколько стоят деньги для банков. 
На сегодняшний день, уровень ключевой ставки составляет 21%. 

Решения по ключевой ставке принимает Совет директоров Банка России. 
Плановые заседания, на которых он обсуждает уровень ключевой ставки, проводят-
ся восемь раз в год. Кроме того, после четырех заседаний (то есть каждый квартал) 
публикуется среднесрочный прогноз основных показателей российской экономики, 
Это опорные заседания, поскольку, как правило, при подготовке к ним Банк России 
проводит полную ревизию макропрогноза, и в нем возможны существенные изме-
нения [2]. 

Факторы, влияющие на размер ставки. В докладах о кредитно-денежной поли-
тике председатель ЦБ выделяет факторы, из-за которых изменяется ключевая став-
ка: 

1.Замедление или ускорение годовой инфляции; 
2.Снижение или увеличение инфляционных ожиданий людей; 
3.Изменение кредитно-денежных условий; 
4.Замедление или ускорение темпов роста ВВП [3]. 
Банк России увеличивает ключевую ставку при: 
1.Росте инфляции, когда ее нужно сдержать; 
2.Падении рубля, когда его надо укрепить; 
3.Отставании производства для снижения потребительского спроса; 
4.Высокого уровня кредитов населения в том случае, если ее следует умень-

шить.  
Уменьшает же Банк России ключевую ставку, если нужно: 
1.Увеличить скорость обращения рубля; 

https://www.cbr.ru/about_br/dir/
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2.Стимулировать потребление; 
3.Снизить безработицу; 
4.Сделать долговую нагрузку более мягкой; 
5.Запустить экономический рост; 
6.Увеличить привлекательность инвестиций. 
Ключевая ставка играет очень важную роль в экономике. Она влияет на 

многое. 
Влияние на проценты по кредитам. Ставка Центрального банка устанав-

ливает минимальный размер процента займа, то есть брать кредиты становится 
дороже. Соответственно, если ставка ниже, то и займы становятся доступнее. 

Влияние на проценты по депозитам. Несмотря на то, что ставка ЦБ уста-
навливает минимальный размер по кредитам, она устанавливает максимальный 
размер процентной ставки по вкладам, то есть хранить деньги в коммерческих 
банках становится выгоднее. Соответственно, чем ниже ключевая ставка, тем 
меньше приносится доход от депозитов [4]. 

Влияние на инфляцию и потребительский спрос. Если инфляция слиш-
ком быстрая, ставку поднимают. В результате покупательская способность насе-
ления падает. Это происходит из-за того, что одни приобретают меньше товаров, 
потому что сберегают деньги, другие — потому что не могут взять кредиты, так 
как проценты по ним становятся выше. В итоге, поскольку спрос снижается, цены 
тоже падают. В обратную сторону работает аналогично, если необходимо разо-
гнать инфляцию, ставку снижают и люди могут покупать больше за счет кредитов 
и личных средств. Спрос растет, а за ним и цены. 

Влияние на валютный курс. Высокая ставка делает деньги более дороги-
ми, то есть хранить их на рублевых депозитах становится выгоднее, а торговать 
иностранной валютой – нет. В результате рублей в обороте становится меньше, 
что и приводит к укреплению национальной валюты. При снижении ключевой 
ставки банки скупают иностранную валюту, так как им выгодно скинуть рублевую 
массу. То есть рублей в обороте становится больше, и они дешевеют, в результате 
чего ослабляется рубль. 

Влияние на облигации. Если ставка купона зафиксирована, то при повы-
шении ставки ЦБ доходность к погашению текущих выпусков будет ниже. Цена, 
по которой они торгуются, может снизится, что урегулирует ее доходность. При 
понижении ключевой ставки снижается уровень безрисковой доходности, поэтому 
стоимость уже размещенных облигаций должна под это подстроиться. Цена долж-
на увеличиться, чтобы их доходность снизилась. Однако облигации с переменным 
доходом почти не реагируют на изменение ключевой ставки. 

Влияние на акции. С повышением ставки кредиты становятся дороже — 
компаниям сложнее обслуживать корпоративный долг и брать новый на инвест-
проекты. Снижается и спрос потребителей на кредиты, а, соответственно, и сово-
купный спрос в экономике. Поведение домохозяйств смещается с потребления в 
сторону сбережения. Помимо этого, происходит отток капитала из акций, так как 
многие инвесторы направляют средства в более спокойный долговой рынок с вы-
росшей доходностью. Вместе с тем, при расчете справедливой цены акции анали-
тики и инвесторы учитывают уровень процентных ставок: чем он выше, тем, как 
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правило, ниже целевой ориентир. Поэтому повышение ставки негативно сказыва-
ется на стоимости акций. 

Влияние на налоги и штрафы. В 2024 г. Вкладчики заплатили первый на-
лог с дохода на депозиты. Налогом облагается не весь доход, а только превышение 
необлагаемого порога, который рассчитывается на основании ключевой ставки. В 
России некоторые штрафы рассчитываются по ключевой ставке ЦБ. Например, 
при задержке зарплаты за каждый день просрочки компания платит сотрудником 
пени в размере 1/300 от ключевой ставки. На этот же показатель ориентируются 
банки, если им надо заплатить штраф за то, что не смогли вовремя вернуть клиен-
ту депозит [5]. 

Влияние на безработицу. При высокой ключевой ставке заемные средства 
для предпринимателей и домохозяйств становятся дороже. В результате этого, они 
теряют стимул к инвестициям и расширению производства, что ведет к уменьше-
нию рабочих мест и увеличению безработицы. Низкая ставка ЦБ побуждает пред-
приятия и индивидуальных предпринимателей занимать деньги для расширения 
бизнеса, тем самым, создавая новые рабочие места [6]. 

В заключение хочу отметить, что ключевая ставка действительно является 
одним из важнейших инструментов денежно-кредитной политики из-за влияния 
на большое количество экономических процессов. Поэтому без её изменения не 
обойтись. 
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Введение: В декабре 2024 года всемирное сообщество по охране природы 

потрясло известие о масштабной катастрофе на Черноморском побережье: в Кер-
ченском проливе столкнулись 2 танкера, перевозившие более 9000 т мазута, пред-
назначавшиеся для поставок в порт Черноморского региона для дальнейшей 
транспортировки по стране. Разлив химикатов повлек за собой загрязнение не 
только района Анапы, но коснулся и других населенных пунктов Краснодарского 
края, включая села Витязево и Благовещенское. По оценкам специалистов, для 
восстановления морской экосистемы понадобится от полугода до 2 лет, однако, 
чтобы вернуть природе первозданный вид и гарантировать населению безопас-
ность от нахождения на территории Черного моря, потребуется не менее 10 лет. 
Рассуждая о катастрофе, важно говорить не только об экологической стороне про-
блемы, но и об экономической и социальной составляющей жизнедеятельности 
страны. Для того чтобы подробно разобраться в перспективах дальнейшего разви-
тия событий и выяснить, насколько сильный ущерб был нанесен этой катастро-
фой, рассмотрим событие более подробно. 

Утром 15 декабря поступило сообщение о том, что грузовое судно «Волго-
нефть-212» потерпело крушение в нескольких километрах от Керченского проли-
ва из-за 7-ми балльного шторма, скорость ветра в котором превышала 20 м/с, а 
высота волн достигала 9 м. Несколько часов спустя службам безопасности посту-
пило еще одно сообщение о крушении второго, похожего судна, «Волгонефть-
239». Оба судна получило масштабные повреждения корпусов, что послужило 
разливу перевозимой ими нефти. Однако шторм – не единственная причина, по-
служившая масштабной катастрофе. В ходе расследования, эксперты выявили не-
сколько факторов, которые могли привести к катастрофе и без влияния природно-
го катаклизма. Одной из причин кораблекрушений является превышение срока 
эксплуатации судов на 10-15 лет. Части корпуса танкеров были изношены вслед-
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ствие естественных причин за 50 лет эксплуатации из разрешенных 40 лет. Вторая 
причина заключается в непредназначенности танкеров для нахождения в море во 
время шторма: максимальная высота волн, которые танкеры «Волгонефть-212» и 
«Волгонефть-239» способны выдержать – 2 – 2,5 м, что в 3 раза меньше тех волн, с 
которыми столкнулись судна. Кроме того, Роскомназдором было выявлено, что 
руководством перевозок были нарушены сезонные ограничения на плавание в ак-
ватории Керченского пролива. Еще одна причина – отсутствие документов, раз-
решающих транспортировку нефтепродуктов у судна «Волгонефть-239», действие 
которых было приостановлено Российским классификационным обществом. Усу-
губила ситуацию и задержка с разгрузкой этого же судна, капитан которого пре-
дупреждал порт о поломках, но не получил преимущества в обходе танкера «Рос-
нефти». Совокупность этих факторов привела к катастрофе, которую В.В. Путин 
назвал одной из «самых серьезных экологических проблем, с которыми столкну-
лась Россия в 2020-х годах» [1]. 

Последствия халатности и непредвиденных природных катаклизмов привели 
к необратимым последствиям. Прежде всего, бесспорно, пострадала экологическая 
составляющая. Согласно исследованиями экологического фонда 1 капля нефти 
может испортить 25 литров воды, а из танкера было вылито 8000 тысяч тонн – 
сложно представить какой урон был нанесен экологии. Капля нефти образовывает 
плёнку, через которую не проникает кислород, вследствие чего большое количест-
во млекопитающих не могут дышать, загрязнив дыхательные пути едким мазутом. 
Птицы ловят пищу и чистят перья, как следствие, частицы нефти попадают внутрь 
организма и приводят к летальному исходу млекопитающих – покрытая мазутом 
водная поверхность кажется им безопасной и привычной. Они приземляются на 
неё, пытаясь избавиться от внезапно прилипающего мазута, и сталкиваются с про-
блемой, с которой не в силах справиться самостоятельно. В результате катастрофы 
пострадали тысячи птиц, но несколько десятков были отловлены и помещены в 
ветеринарные клиники специальными службами и волонтерами. Там их перья 
очищали от мазута и помогали восстановить здоровье после пережитой катастро-
фы. Отравление морских обитателей – то, с чем волонтеры и другие зоозащитники 
справиться, к сожалению, не в силах. В связи с этим, гибель морских жителей и 
нарушение морской экосистемы будет длиться ещё долгое время. Рыба, расти-
тельность и дельфины погибают, становясь пищей для морских микроорганизмов, 
которые, вскоре, тоже станут пищей, образуя цепочку, которую невозможно пре-
рвать, а это значит, что отравление будет ещё долго влиять на экосистему. 

Несомненно, природа понесла непоправимые убытки, но не стоит забывать и 
о том, как катастрофа могла отразиться на населении Краснодарского края. Мест-
ность на протяжении многих лет славится успешным туристическим бизнесом, ко-
торый после катастрофы с разливом едких нефтепродуктов претерпит большие 
убытки – побережье больше не кажется потенциальным отдыхающим привлека-
тельным. Эксперты по внутреннему туризму полагают, что к лету 2025 г. ситуация 
может улучшиться, и посещать туристические зоны будет безопасно. Однако соб-
ственники бизнеса уже начали продавать отели и базы отдыха за бесценок, снижая 
стоимость собственного бизнеса в 2-3 раза. Это связано, прежде всего, с тем, что 
большую сложность представляют галечные пляжи – на них сложно обнаружить 
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загрязнения. Примером является пляж Анапы, который носит название «Золотой 
берег». Галечная территория упирается в отвесный склон, что ещё больше услож-
няет работу волонтёрам. Но даже если в других местах отсутствуют отвесные 
склоны, тщательно исследовать галечную поверхность крайне проблематично. В 
перспективе такие изменения в туризме могут вызвать отток населения из Красно-
дарского края, лишить семьи заработка и ударить по общей экономики региона. 

Разумеется, катастрофа такого масштаба требует привлечения к ответствен-
ности всех, кто в ней виновен. Но в первые дни катастрофы, произошедшему в 
Керченском проливе не дали должной огласки, в результате чего нефтепродукты 
быстро распространились в акватории. Затем, осознав масштаб катастрофы, не 
было предпринято необходимых мер и действий. И только когда ситуацией занял-
ся лично президент России В.В. Путин, началась масштабная операция по устра-
нению последствий разлива нефти. По предложению главы МЧС Александра Ку-
ренкова, крушение танкеров в Керченском проливе было отнесено к чрезвычайной 
ситуации федерального характера. Это позволило привлечь дополнительные силы 
и средства федеральных органов исполнительной власти и государственных кор-
пораций, а также оказать необходимую финансовую помощь пострадавшим субъ-
ектам из резервного фонда правительства Российской Федерации. Рассматривая 
вопрос о том, кто конкретно должен ответить по заслугам и возместить ущерб 
природе, трудно назвать конкретного человека или группу людей, которые допус-
тили катастрофу. В такой ситуации ряд факторов дополнили друг друга и привели 
к необратимым последствиям, однако, ответственность за использование непри-
годных, истекших по сроку эксплуатации танкеров будет лежать на владельцах 
судов. Компаниям «КамаТрансОйл», «Камское пароходство» и «Кама Шиппинг», 
владевшими судном «Волгонефть-212» были предъявлены требования по выплате 
компенсации семье погибшего в результате катастрофы матроса в размере 2 млн. 
руб. Кроме того, по Федеральному закону «Об охране окружающей среды», юри-
дические лица, по вине которых произошла катастрофа, обязаны возместить 
ущерб природе в полном объеме [2]. Таким образом, проведя необходимые расче-
ты, эксперты оценили максимальную сумму ответственности для каждого вла-
дельца судна до 598 млн. руб. Помимо денежной компенсации, Следственный ко-
митет Российской Федерации по Республике Крым и городу Севастополю предъя-
вило капитанам обоих танкеров обвинения по статье о нарушении правил безо-
пасности движения и эксплуатации морского транспорта. 

Экологические катастрофы такого масштабы могли бы иметь менее гло-
бальные последствия, если бы собственники бизнеса активно использовали стра-
хование своей ответственности. Возможность загрязнения окружающей среды по 
вине юридического лица может выступать как предмет договора страхования при 
реализации и транспортировке нефтепродуктов [3]. Важным является страхование 
объектов окружающей среды, которое позволяет минимизировать экологические 
риски и неблагоприятные для экологии последствия. 

Сегодня назвать конкретную дату, когда последствия катастрофы будут до 
конца устранены, не представляется возможным. Однако волонтеры, специальные 
службы и неравнодушные люди со всей страны пытаются спасти животных от не-
минуемой гибели в нефтепродуктах и устранить очаги загрязнения по всему пе-
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риметру черноморского побережья. Эта ситуация, являющаяся показателем того, 
как халатное отношение человечества приводит к необратимым для экологии по-
следствиям, должна заставить задуматься каждого из нас о сохранении нашего 
общего дома – планеты Земля. 
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Введение: Платежеспособность предприятия является индикатором его фи-

нансовой стабильности и способности развиваться в долгосрочной перспективе. 
Поэтому обеспечение платежеспособности является одной из наиболее важных 
задач предприятий г. Севастополя. Необходимо отметить, что платёжеспособность 
предприятий обеспечивается, прежде всего, постоянным и непрерывным прито-
ком денежных средств от продажи товаров, работ и услуг, а также посредством 
оптимизации расходов на ведение хозяйственной деятельности. 

Динамика экономической ситуации в России и г. Севастополе, усугублённая 
внешнеполитическими факторами, введёнными санкциями, экономическими кри-
зисами и специфическими региональными проблемами, такими как ограниченные 
инвестиции и нестабильность туристического потока, требует особого внимания к 
управлению платёжеспособностью предприятий. 

Для того, чтобы бизнес смог обеспечить устойчивое финансовое положение в 
условиях постоянных негативных внешних факторов, государством внедряются 
различные меры поддержки. Все меры поддержки предпринимательского сектора, 
которые способствуют повышению платежеспособности, можно условно разде-
лить на общегосударственные меры, и меры, разработанные Правительством г. 
Севастополя. 

Так, для обеспечения платежеспособности предприятий г. Севастополя важное 
значение имеют такие государственные программы поддержки бизнеса, как: 

- льготное кредитование по Программе 1764; 
- промышленная ипотека по Программе 1570; 
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- кредитная поддержка ИТ-компаний; 
- льготное кредитование текущей деятельности и инвестиционных программ 

сельхозпроизводителей; 
- субсидирование сельхозпроизводителей и винодельческих предприятий; 
- предоставление грандов на развитие туризма; 
- льготы по налогам и сборам. 
Льготное кредитование по Программе 1764 предусматривает предоставление 

льготных кредитов для субъектов малого и среднего предпринимательства, кото-
рые осуществляют деятельность в приоритетных отраслях экономики. Среди при-
оритетных отраслей экономики имеются отрасли, которые функционируют в эко-
номике г. Севастополя: строительство, сельское хозяйство, туризм и гостиничный 
бизнес, предприятия общественного питания, обрабатывающие производства, ИТ-
отрасль, транспортировка и хранение, здравоохранение и образование, научная 
деятельность, бытовые услуги [11]. 

Льготные кредиты предоставляются по минимальной ставке, рассчитанной как 
сумма ключевой ставки ЦБ и 2,75% [11].  

Кредиты предоставляются на четко определенные цели: 
- инвестиции в обновление и расширение материально-производственной базы. 

Сумма возможного кредита составляет от 500 тыс. руб. до 2 млрд. руб. сроком на 
пять лет, после которых бизнес будет оплачивать кредит по стандартным ставкам 
банка. Общий срок погашения льготного кредита составляет 10 лет; 

- финансирование текущей деятельности, для чего предоставляется льготный 
кредит в диапазоне от 500 тыс. руб. до 500 млн. руб. Льготная ставка при этом 
действует только в течении 1 года, а общий срок погашения льготного кредита со-
ставляет 3 года; 

- развитие предпринимательской деятельности, для чего предоставляется 
льготный кредит до 10 млн. руб. Для данного направления кредитования установ-
лена более высокая ставка в размере суммы ключевой ставки ЦБ и 3,5% годовых. 
Срок кредитования - 3 года. Льготный кредит предоставляется только микропред-
приятиям и самозанятым; 

- рефинансирование ранее полученных кредитов для погашения задолженно-
сти по ним. Ставка такого льготного кредита - сумма ключевой ставки ЦБ и 2,75% 
годовых. Рефинансирование предоставляется как для погашения кредитов по 
стандартным ставкам кредитования коммерческих банков, так и для рефинансиро-
вания льготных кредитов, предоставленных по Программе 1764 [11]. 

Предоставление льготных кредитов имеет следующие выгоды для малого и 
среднего бизнеса: 

- пополнение финансовых ресурсов, которые используются для оплаты обяза-
тельств перед кредиторами, работниками и государством по налогам и сборам; 

- возможность увеличить материально-производственную базу и оборотный 
капитал для производства продукции, работ или оказания услуг, что позволяет ге-
нерировать выручку в виде денежных средств, и, тем самым, увеличить платеже-
способность предприятия; 

- сократить расходы на обслуживание кредитов, поскольку процентная ставка 
по льготным кредитам существенно ниже, чем стандартные ставки кредитования 
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коммерческих банков, что также способствует росту платежеспособности пред-
приятия; 

- снизить налоговую нагрузку, поскольку выплаты процентов по кредиту 
уменьшают налогооблагаемую базу при расчете налога на прибыль и упрощенно-
го налога «доходы минус расходы». 

Недостатком данной программы льготного кредитования является рост ставки 
льготного кредитования при росте ключевой ставки ЦБ. Так, если в 2023 году в 
основном ключевая ставка ЦБ составляла 7,5%, в связи с чем ставка льготного 
кредитования составляла 10%, то по состоянию на декабрь 2024 года ключевая 
ставка ЦБ составляет 21%, в связи с чем ставка льготного кредитования составля-
ет 23,5%, что делает такой кредит слишком дорогим в обслуживании. 

Помимо основной программы, по Программе 1764 действует также совмещён-
ная инвестиционная программа «1764+МСП». 

В этой программе поддержки бизнеса могут участвовать предприниматели, 
представляющие 4 вида деятельности и 74 ОКВЭД: 

− обрабатывающее производство (в том числе производство продуктов, пе-
реработка сельхозпродукции); 

− транспортировка и хранение;  
− гостиничный и ресторанный бизнес;  
− профессиональная научная и техническая деятельность [12]. 

Данная Программа позволяет получить кредит исключительно на инвестици-
онные цели и текущие расходы, связанные с реализацией инвестиционных проек-
тов. Особенностью данного вида льготного кредитования является зависимость 
величины ставки от ключевой ставки ЦБ. В том случае, если ключевая ставка ЦБ 
не превышает 10%, льготная ставка кредитования составляет 3,5%. При более вы-
сокой ставке ЦБ, льготная ставка кредитования составляет 9%. Срок кредитования 
составляет 10 лет, однако льготная ставка будет действовать только первые три 
года [12]. 

Еще одной мерой государственной поддержки, которая способствует повыше-
нию платежеспособности предприятий г. Севастополя, является промышленная 
ипотека по Программе 1570, предназначенная для субсидирования малого бизне-
са, который планирует организовать промышленное производство, расширить и 
модернизировать материально-производственную базу, построить новые про-
мышленные объекты.  

В рамках Программы 1570 предоставляются льготные ипотечные кредиты в 
диапазоне до 500 млн. руб. Срок кредитования составляет семь лет. Ставка креди-
тования зависит от отрасли предприятия. Для технологических инновационных 
предприятий ставка по льготной ипотеке составляет 3%, для промышленных 
предприятий - 5% [12]. 

В г. Севастополе активно развивается ИТ-кластер, в рамках которого функ-
ционирует ряд ИТ-компаний, создающих программное обеспечение для государ-
ственного и коммерческого секторов экономики. 

Для поддержки данных компаний государством предусмотрен льготный кре-
дит в сумме от 5 млн. руб. до 5 млрд. руб. на реализацию ИТ-проектов, и от 500 
млн. руб. до 10 млрд. руб. на реализацию программ. Основным условием получе-
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ния кредита является необходимость аккредитации ИТ-компании в Министерстве 
цифрового развития РФ. Ставка по кредиту составляет от 1% до 5%. Для акцепто-
ванных компаний - до 3% [3]. 

Одной из наиболее важных отраслей экономики г. Севастополя является сель-
ское хозяйство. Государством для сельхозпроизводителей и переработчиков сель-
скохозяйственной продукции предусмотрела льготная программа кредитования по 
двум направлениям - финансирование текущей деятельности и инвестиционное 
финансирование. 

На финансирование текущей деятельности предоставляются льготные кредиты 
сроком до 12 месяцев по минимальной ставке 1%. Максимальная ставка рассчиты-
вается как разница между ключевой ставкой ЦБ и размером субсидии на льготное 
кредитование плюс 2% годовых. Льготный кредит на финансирование текущей 
деятельности может быть предоставлен в сумме до 1 млрд. руб., но в пределах 
максимальных лимитов субъектов РФ [4]. 

Инвестиционные льготные кредиты для сельхозпроизводителей предоставля-
ются на срок от 2 до 15 лет. Ставки кредитования рассчитываются аналогичным 
образом: минимальная ставка составляет 1%, максимальная ставка рассчитывается 
как разница между ключевой ставкой ЦБ и размером субсидии на льготное креди-
тование плюс 2% годовых [4]. 

Для получения льготных кредитов сельхозпроизводителям необходимо согла-
сование с Министерством сельского хозяйства Российской Федерации, а срок дей-
ствия согласования составляет 30 календарных дней. Таким образом, если агро-
промышленное предприятие не сможет заключить договор льготного кредитова-
ния с любым банком за тридцать дней, он теряет возможность получения кредита 
по льготной ставке и вынужден снова подавать заявку на согласование в Мини-
стерство сельского хозяйства РФ, что может существенно увеличить срок получе-
ния льготного кредита и негативно сказаться на платежеспособности агропро-
мышленного предприятия [4]. 

Помимо льготных кредитов для сельхозпроизводителей государством преду-
смотрен еще ряд мер поддержки, которые способствуют повышению их платеже-
способности. 

К таким мерам относятся: 
- возмещение агропромышленным предприятиям части расходов на проведе-

ние мелиоративных работ; 
- возмещение части процентов по инвестиционным кредитам, которые были 

получены агропромышленными предприятиями до 2017 года; 
- компенсация части затрат на сертификацию продукции АПК; 
- частичная компенсация затрат на инвестиционные проекты, предусматри-

вающие модернизацию и строительство перерабатывающих промышленных ком-
плексов; 

- компенсация части затрат на транспортировку продукции АПК; 
- субсидии производителям сельскохозяйственной техники; 
- частичная компенсация расходов на приобретение посевного материала; 
- субсидирование создания и развития агробиотехнопарков; 
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- частичная компенсация инвестиционных затрат на строительство и модерни-

зация хранилищ для картофеля и других овощей; 
- субсидирование развития виноградарства и виноделия; 
- инвестиционная тарифная льгота, которая предусматривает освобождение от 

уплаты таможенных пошлин при ввозе на территорию России технологического 
оборудования, комплектующих и запасных частей для реализации проектов по 
созданию агропромышленных и перерабатывающих продукцию АПК предпри-
ятий [6]. 

Для предприятий г. Севастополя особенную важность представляют меры 
поддержки виноградарства и виноделия. В рамках реализации концепции под-
держки и развития виноградарства и виноделия, государство субсидирует сле-
дующие затраты винодельческих предприятий: 

− часть затрат на закладку и уход за виноградниками; 
− часть затрат по кредитным договорам, предназначенным для реализа-

ции инвестиционных проектов по закладке и уходу за виноградниками, на объек-
ты для хранения винограда и на оборудование для производства винодельческой 
продукции. Срок такого кредитования составляет от 2 до 8 лет; 

− часть затрат на страхование виноградников от потери или утраты уро-
жая и виноградных насаждений; 

− часть прямых затрат на строительство селекционно-
питомниководческих центров по производству сертифицированного посадочного 
материала винограда [1]. 

Таким образом, виноградарские хозяйства и винодельческие предприятия г. 
Севастополя сокращают свои расходы за счет государственного субсидирования, 
что позволяет им повысить свою платежеспособность. 

Кроме того, повышению уровня платежеспособности винодельческих пред-
приятий г. Севастополя способствует снижение налоговой нагрузки в виде нало-
гового вычета по акцизу в размере, установленном налоговым законодательством 
Российской Федерации. Таким образом, российские виноделы, в том числе и сева-
стопольские производители вина, уплачивают акцизы в гораздо меньшем объеме, 
чем по стандартным ставкам, что позволяет не вымывать денежные средства ви-
нодельческих предприятий, тем самым повышая их уровень платежеспособности 
[1]. 

В рамках реализации программы поддержки винодельческой отрасли в г. Се-
вастополе предусмотрена следующая система мер, которая способствует повыше-
нию уровня платежеспособности таких предприятий: 

- субсидирование раскорчевки старых виноградников по ставке 36,300 руб. за 1 
га; 

- субсидирование приобретения российских саженцев виноградной лозы в раз-
мере 250,5 руб. за га виноградников, импортных - 222,50 руб. за га. Такие ставки 
субсидирования предусмотрены для виноградников, где плотность высадки со-
ставляет 2222 лоз на гектар. В случае, если плотность высадки выше и достигает 
3333 лоз на гектар, размер субсидии составляет 356,6 руб. на один гектар для рос-
сийской лозы и 315,1 руб. за гектар для импортной лозы; 
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- субсидирование шпалеры в размере 435,4 руб. за гектар при плотности по-

садки лозы до 3333 лоз на гектар и 511,10 руб. за гектар при более плотной посад-
ке; 

- возмещение затрат на уход за виноградником на протяжении трех лет в зави-
симости от схемы посадки виноградной лозы в размере 54,0 руб., 75,5 руб. и 91,8 
руб. за гектар; 

- возмещение затрат на установку противоградовой сетки на молодых вино-
градниках в размере 500 тыс.руб. за гектар [10]. 

При этом существуют и ограничения для субсидирования из бюджета города 
Севастополя - общий размер возмещения не должен составлять более 80% от всех 
фактических затрат винодельческого предприятия. 

В совокупности меры по субсидированию винодельческих предприятий г. Се-
вастополя позволят существенно сократить денежные оттоки, что способствует 
повышению уровня платежеспособности таких предприятий. 

История г. Севастополя и его географическое положение обусловили развитие 
туристической отрасли как важной составляющей экономики города. Правитель-
ством г. Севастополя предусмотрено предоставление грантов из бюджета для ин-
формационных центров туризма, пунктов проката для туристической деятельно-
сти, приобретения туристического оборудования. Предоставление грантов в раз-
мере до 3 млн рублей направлено на создание доступной туристической среды для 
людей с ограниченными возможностями, что стимулирует развитие инклюзивного 
туризма [5]. 

Отдельные гранты предоставляются на развитие агротуризма. Сумма гранта 
составляет 3 млн. руб. при условии, что заявитель профинансирует создание точки 
агротуризма в размере не менее 10% от всей стоимости инвестиционного проекта, 
в размере 5 млн. руб. в случае, если заявитель готов профинансировать за счет 
собственных средств в размере 15% от стоимости инвестиционного проекта, в 
размере 8 млн. руб. в случае, если заявитель готов профинансировать за счет соб-
ственных средств в размере 20% от стоимости инвестиционного проекта, в разме-
ре 10 млн. руб. в случае, если заявитель готов профинансировать за счет собствен-
ных средств в размере 25% от стоимости инвестиционного проекта [2]. 

Отдельно необходимо отметить такие государственные меры, способствующие 
повышению платежеспособности предприятий г. Севастополя, как внедрение на 
территории города Свободной экономической зоны. Участники СЭЗ имеют воз-
можность сократить денежные оттоки и повысить платежеспособность посредст-
вом снижения налоговой нагрузки, что обусловлено тем, что в рамках СЭЗ пред-
приятия освобождены от уплаты налога на прибыль в федеральный бюджет в те-
чении 10 налоговых периодов, а в бюджет г. Севастополя налог на прибыль упла-
чивается по ставке 13,5% и 6% (для сравнения стандартные ставки по налогу на 
прибыль составляют 17% и 15% для предприятий, применяющих УСН «доходы 
минус расходы»). Предприятия, функционирующие в рамках СЭЗ, освобождены 
от уплаты налога на имущество, земельного налога, а также уплачивают понижен-
ные ставки страховых взносов (7,6% против 30% стандартной ставки) [5, 13].  

Согласно отчетам Правительства Севастополя и Министерства экономическо-
го развития РФ, по последним данным в СЭЗ г. Севастополь зарегистрировано бо-
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лее 100 предприятий в сфере туризма, сельского хозяйства, IT и промышленности.  
Объем инвестиций оценивается в десятки млрд.руб., в 2021-2022 гг. завялено о 
привлечении более 20 млрд.руб. Создано более 2000 рабочих мест [7, 8, 9]. 

Для обеспечения платежеспособности предприятий г. Севастополя и государ-
ством, и органами власти г. Севастополя предусмотрены различные государствен-
ные меры поддержки. Предприятия, в целях развития бизнеса, могут получить 
кредиты по льготным ставкам как на финансирование текущей деятельности, так и 
на реализацию инвестиционных проектов. Кроме того, предоставляются субсидии 
и из государства, и из бюджета города Севастополя на покрытие части инвестици-
онных затрат сельскохозяйственных и винодельческих предприятий, что позволя-
ет сокращать расходы денежных средств и, таким образом, обеспечить рост пла-
тежеспособности таких предприятий. Предприятия г. Севастополя могут стать 
участниками Свободной экономической зоны и применять льготы по налогам, что 
снизит налоговую нагрузки и повысит их платежеспособность. 

Меры государственной поддержки, реализуемые в г. Севастополь доказывают 
свою эффективность и целесообразность реализации в целях повышения платеже-
способности местных предприятий. Прямые и косвенные меры поддержки явля-
ются инструментом помощи местным предприятиям в сложных геополитических 
и экономических условиях, позволяют выживать бизнесу и формируют основу их 
долгосрочного развития. Однако необходим не только контроль за реализацией 
данных мероприятий, но и стабильная реализация и финансовая поддержка со 
стороны государства. 
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Аннотация: Рассмотрены основные тенденции проведения антимонополь-
ной политики в условиях цифровизации рыночной экономики. Выделены меро-
приятия, реализуемые Российской Федерацией, определены недостатки и предло-
жены рекомендации по их совершенствованию. 
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Введение: На современном этапе развития экономики всё большую роль в 

жизни общества играет цифровизация. Она охватывает все аспекты хозяйственной 
деятельности, внедряя на рынок новые возможности для общества и бизнеса, что 
несомненно влечёт за собой ряд вызовов и проблем. Одной их них становится 
проблема обеспечения справедливой конкуренции на цифровых рынках, в кото-
рых доминируют крупные экосистемы и платформы. В новых условиях традици-
онные методы борьбы с монополизацией оказываются недостаточными. К тому 
же, цифровизация экономики в России является составляющей Стратегии Нацио-
нальной безопасности, что говорит о необходимости соответствовать глобальным 
вызовам в построении экономической, в том числе, антимонопольной политики 
[5]. 

Адаптация антимонопольной политики к цифровой среде началась относи-
тельно давно. Одно из громких дел в данной области произошло ещё в 2016 году, 
ФАС признал компанию Google виновной в ограничении конкуренции на рынке 
приложений. Компания злоупотребляла своим лидирующим положением на рынке 
предустановленных приложений. Googlе попыталась оспорить судебное решение, 
ссылаясь на действующее антимонопольное законодательство и то, что договоры с 
производителями заключались на добровольной основе, однако суд не принял 
данные доводы и постановил компании устранить данные нарушения [9]. 

В то время антимонопольное законодательство в данной области ещё не бы-
ло достаточно сформировано и адаптировано под тенденции цифровизации. Од-
ним из нормативных актов, затронувших данную сферу, можно считать план раз-
вития конкуренции на 2021-2025 годы [6]. В нём было сконцентрировано внима-
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ние на цифровизации антимонопольной политики с целью предотвращения зло-
употребления цифровых платформ своим положением. 

Значительные же изменения в антимонопольном законодательстве произош-
ли в 2023 году, когда в силу вступил «Пятый антимонопольный пакет». В Феде-
ральный закон «О защите конкуренции» были внесены изменения, направленные 
на пресечение действий антиконкурентной направленности цифровыми платфор-
мами [4]. «Пятый пакет» начал своё формирование ещё в 2018 году, однако его 
новая версия была принята лишь в 2023.  

Сейчас ФАС уделяет активное внимание цифровому рынку, особенно мар-
кетплейсам. В январе 2024 года ведомство назвало положение Ozon и Wildberries 
доминирующим на рынке с суммарной долей около 80% рынка [3]. Такие тенден-
ции вызывают необходимость активного контроля над данными субъектами рынка 
с целью выявления нарушений в области конкуренции. 

Так, в апреле 2024 года ФАС вынес предупреждение Wildberries по причине 
навязывания продавцам невыгодных условий реализации товара. Cлужба устано-
вила, что тарифы компании на логистические услуги и услуги хранения подвер-
жены практически ежедневному изменению [8]. Компания приняла обращение во 
внимание и устранила нарушения. 

Стоит заметить, что, несмотря на довольно развитую нормативную базу и 
активные действия России по антимонопольному регулированию в цифровой сре-
де, у данного направления государственной политики существует ряд недостатков. 

Так можно выделить отставание нормативной базы как от внутреннего раз-
вития цифрового рынка в России. Согласно исследованиям, тенденции развития 
цифровой экономики в России значительно опережают состояние существующей 
нормативной базы [1]. 

Так, исследователи утверждают, что несмотря на активные действия ФАС 
совершенствование антимонопольной политики остаётся и будет актуальным. С 
развитием цифровых сервисов и платформ появляются новые методы антиконку-
рентной направленности, что в свою очередь требует систематического обновле-
ния и совершенствования антимонопольного законодательства [2]. 

Кроме того, в сфере антимонопольного регулирования наблюдается нехват-
ка квалифицированных кадров [7]. Зачастую, действующие сотрудники не имеют 
опыта работы с монополиями на цифровом рынке. Для решения этой проблемы 
необходимо постоянно проводить оценку знаний и навыков сотрудников и орга-
низовывать программы повышения квалификации кадров с целью адаптации их 
для работы в современных условиях. 

Таким образом, цифровизация оказывает серьёзное влияние на экономику, 
меняя правила конкуренции и оставляя старые методы борьбы с монополизацией 
малоэффективными. Россия активно совершенствует законодательство под совре-
менные условия и применяет активные меры борьбы с монополиями в цифровых 
условиях. Однако необходимо учитывать, что антимонопольное законодательство 
в России ещё не так совершенно. Необходимо не только постоянно адаптировать 
его под текущие тенденции, но и обучать специалистов данной сферы работе в ус-
ловиях современных вызовов и проблем. 
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Аннотация. Суверенная российская экономика находится в процессе изме-

нений структурного и технологического порядка [2].  В 21 веке в связи с научным 
и технико-технологическим прогрессом происходит переход от более низких тех-
нологических укладов к более прогрессивным, что подкрепляется и стратегиче-
скими приоритетами и национальными программами РФ1. Становится актуальным 
определение перспективных векторов развития регионов, прежде всего в контек-
сте укрепления национального суверенитета. Для решения поставленных задач 
были использованы методы статистического анализа, исходными источниками 
данных явились публичные документы органов власти и официальные статисти-
ческие данные. 

Ключевые слова: Цифровая трансформация, региональная экономика, от-
расль экономики 

 
Введение: Современные государства стремятся использовать высокие тех-

нологии в качестве инструмента глобальной конкуренции. Анализ экономической 
литературы позволяет сделать предположение о том, что на процесс трансформа-
ции экономики под влиянием цифровых технологий и его эффективность оказыва-
ет влияние большая совокупность факторов, влияние которых неправильно игно-
рировать или недооценивать. Сегодня цифровизация, цифровая трансформация 
аксиоматично ассоциируется с экономическим ростом.  

Как управленческие, так и  инфраструктурные факторы [9] играют большую 
роль в становлении современной экономики. Приоритетным признаком изменений 
можно назвать цифровую трансформацию.  

Под трансформацией автор, также, как и [4, 5, 6] подразумевает «преобразо-
вания форм и содержания общественной жизни, её институциональной сферы, 
норм, ценностей, ментальности и других социокультурных сторон социума». Се-
годня часто используют термина «структурная трансформация» и «структурные 

                                           
1 Программа "Цифровая экономика Российской Федерации", утв. распоряжением Прави-

тельства Российской Федерации от 28 июля 2017 г. № 1632-р; Указ Президента РФ «О Страте-
гии развития информационного общества в Российской Федерации на 2017 - 2030 годы» от 9 
мая 2017 г. № 203 [10] , а также положения ФЗ, актов Президента и Правительства РФ и иных 
нормативных правовых актов органов государственной власти, регламентирующих сферу ИТ и 
КТ технологий, национальной безопасности применительно к формированию новой научно-
технической технологической основы отечественной экономики. 
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изменения», под которыми понимают масштабные, продолжительные и относи-
тельно редкие изменения в макроотраслевой структуре экономики [1]. 

ИТ находятся в центре экосистемы цифровой экономики в целом, и являют-
ся одной из основ для формирования устойчивой экономики. Сегодня цифровиза-
ция рассматривается как фактор повышения производительности труда прежде 
всего. Сфера ИТ, искусственный интеллект и робототехника вышли на первое ме-
сто в усовершенствовании производственных процессов.  

По итогам 2023 года [3]. объем мирового рынка информационно-
коммуникационных технологий достиг $4,9 трлн. Несмотря на сложную макро-
экономическую ситуацию и сформировавшуюся геополитическую обстановку, от-
расль показала рост приблизительно на 3,8% по отношению к предыдущему году. 
В дальнейшем положительная динамика сохранится, о чем говорится в исследова-
нии Gartner, результаты которого опубликованы 16 июля 2024 года. По итогам 
2024 года затраты на глобальном рынке информационно-коммуникационных тех-
нологий достигли $5,11 трлн. Это на 7,7% больше по сравнению с 2023-м, когда 
расходы оценивались в $4,74 трлн. Такие данные приводятся в исследова-
нии Gartner, результаты которого опубликованы в январе 2025 года. 

Наблюдается стабильный рост инвестиций в новые цифровые технологии и 
в России. 600.0 млрд руб. - объем инвестиций в основной капитал в I полугодии 
2024 +47.8% к I полугодию 2023 [7]. 

 В I полугодии 2024 г. инвестиции в основной капитал сектора ИКТ выросли 
относительно аналогичного периода 2023 г. на 47.8%. Их объем растет от квартала 
к кварталу (вложения в II кв. 2024 г. на 17.6% больше, чем в I кв.). Сектор ИКТ 
вдвое опередил динамику вложений по экономике в целом (+24.4% к I полугодию 
2023 г.) и обеспечил 5.2% инвестиций в основной капитал крупных и средних ор-
ганизаций (против 4.4% в тот же период 2023 г.). Годовой прирост инвестиций, 
превышающий показатель по экономике в целом, зафиксирован по всем ключе-
вым сегментам сектора ИКТ (исключение составила оптовая торговля ИКТ-
товарами: +11.8%).  

Становление российской цифровой экономики2 сопровождается технологи-
ческой, правовой и ресурсной поддержкой, основой которой является, прежде все-
го, Конституция Российской Федерации, Федеральный закон от 28 июня 2014 года 
№ 172-ФЗ «О стратегическом планировании в Российской Федерации», ряд на-
циональных программ. 

В соответствии с национальным проектом «Национальная программа «Циф-
ровая экономика Российской Федерации» регионы России приступили к реализа-
ции задач программы на региональном уровне. В Омской области реализуется 
«Стратегия социально-экономического развития Омской области до 2030 года» 
[8].  

                                           
2 Цифровая экономика: история и перспективы // ГК Ростех: [сайт]. URL: 

http://ar2016.rostec.ru/ digitalhistory/ 
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По нашему мнению, системно «цифровая экономика» формируется в орга-
низации хозяйственной деятельности общества и социально-экономических отно-
шений внутри него, развивающихся в результате НТП, и, при лучших практиках, 
направленных на создание большей ценности, благодаря применению, как новей-
ших технологий, так и реактивных общественных процессов. В таком случае ста-
новится правильным понимание того, что применять одни и те же решения, как 
для национальных экономик, так и для микроэкономик с разным уровнем развития 
является не всегда эффективным подходом.  

 Согласно «Стратегии социально-экономического развития Омской области 
до 2030 года», п.4.3 «Цифровая трансформация отраслей экономики и социальной 
сферы», в регионе функционирует целый ряд автоматизированных информацион-
ных систем в сфере управления бюджетного процесса, государственного управле-
ния, социальной сферы, здравоохранения, образования, закупок товаров, работ и 
услуг. 

В структуре экономики Омского региона устанавливаются конкретные со-
отношения в части формирования ВРП различными ее отраслями. Ведущие отрас-
ли экономики региона – те, которые занимают преимущественную часть в составе 
ВРП, оказывают наибольшее влияние на развитие региональной экономики. Для 
определения ведущих отраслей экономики представим диаграмму 2, характери-
зующую ВРП в стоимостных показателях, в млн.руб. (составлено по данным [11]): 

 
 
Анализ данных статистики показывает, что  
основную долю в структуре валового регионального продукта занимают 

следующие виды экономической деятельности: обрабатывающие производства 
(20,6%), деятельность по операциям с недвижимым имуществом (14%), торговля 
оптовая и розничная; ремонт автотранспортных средств и мотоциклов (12,3%). 
Далее идут по убыванию: сельское, лесное хозяйство, охота, рыболовство и рыбо-
водство (8%), транспортировка и хранение (7,9%), государственное управление и 
обеспечение военной безопасности; социальное обеспечение (6,7%) и строитель-
ство (6,4%). Остальные отрасли существенно отстают на протяжении всего анали-
зируемого периода.  
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Основным видом деятельности в Омской области является обрабатывающее 
производство. Для сравнения и дальнейших исследований, мы оставили данные по 
7 отраслям, чьи показатели более 5%. Все отрасли, с показателем менее 5% в 
дальнейший обзор не попадают. 

На рисунке 5 представлена динамика развития о т р а с л е й - лидеров эко-
номической деятельности в Омской области за период 2018-2022 гг (составлено по 
материалам [11]). 

 

 
 
Опираясь на наш анализ, видим, что обрабатывающие производства (20,6%), 

деятельность по операциям с недвижимым имуществом (14%), торговля оптовая и 
розничная; ремонт автотранспортных средств и мотоциклов (12,3%) формируют 
преобладающие значения в ВРП, на этой основе можно выделить ведущие отрасли 
региональной экономики в которые входят данные виды экономической деятель-
ности – это отрасли промышленность, торговля, операции с недвижимым имуще-
ством. 

Учитываю длительную тенденцию роста доли показателя, можно предполо-
жить, что именно эти, по крайней мере, первые три, отрасли могут быть оценены, 
как перспективные для развития цифровой трансформации в Омском регионе. Для 
подтверждения наших предположений необходимо будет провести исследования 
стратегических возможностей. 

Подводя предварительные итоги, отметим, что на территории Омской об-
ласти с 9 января 2020 года осуществляется эксплуатация модернизированной вер-
сии государственной информационной системы обеспечения градостроительной 
деятельности Омской области; региональная геоинформационная система Омской 
области, включая цифровую платформу "Сельское хозяйство Омской области"; 
государственная информационная система Омской области "Региональная навига-
ционно-информационная система Омской области";  планируется участие в проек-
тах "Цифровой профиль гражданина", "Госуслуги онлайн", "Электронный доку-
ментооборот", "Подготовка кадров для ИТ", "Социальное казначейство", "Нацио-
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нальная система пространственных данных" [12]. В рамках цифровой трансфор-
мации ключевых отраслей экономики, социальной сферы, государственного 
управления Омской области планируется внедрить такие технологии, как искусст-
венный интеллект, новые производственные технологии, беспроводные техноло-
гии, робототехнику и сенсорику, квантовые технологии, промышленный интернет, 
а также создать Центр компетенций в сфере цифровой трансформации.  

В перспективе, автоматизация производства, уменьшение трудозатрат, сни-
жение трансакционных издержек и др., позволят повысить эффективность дея-
тельности в отраслях. 
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Аннотация: В работе рассмотрены основные стратегические подходы в 

управлении проектами как ключевой фактор устойчивого экономического роста. 
Рассматриваются современные методы стратегического управления, направлен-
ные на повышение эффективности проектной деятельности и минимизацию рис-
ков. Особое внимание уделено интеграции долгосрочного планирования, оценки 
рисков и инновационных решений в процесс управления проектами. В работе 
предложены также и рекомендации по внедрению стратегических подходов для 
обеспечения устойчивости и конкурентоспособности предприятий в условиях бы-
стро меняющейся экономической среды. Материалы статьи будут полезны иссле-
дователям в области экономики, руководителям проектов и представителям биз-
неса, стремящимся к долгосрочному развитию. 

Ключевые слова: Стратегическое управление, проекты, экономический 
рост, устойчивость. 

 
Введение: Стратегическое управление проектами становится важным фак-

тором, определяющим устойчивость и конкурентоспособность организаций в ус-
ловиях глобальной экономики. Современные бизнес-реалии требуют от компаний 
гибкости, умения оперативно реагировать на вызовы и адаптироваться к изме-
няющимся условиям. Именно стратегические подходы позволяют не только повы-
сить эффективность управления проектами, но и обеспечить долгосрочный эконо-
мический рост. 

Актуальность темы обусловлена необходимостью поиска новых методов 
управления проектами, которые учитывают влияние глобализации, цифровизации 
и возрастающую сложность процессов. Применение стратегических инструмен-
тов, таких как риск-менеджмент, долгосрочное планирование и внедрение инно-
ваций, способствует оптимизации использования ресурсов и повышению резуль-
тативности. Эти подходы актуальны для таких отраслей, как энергетика, строи-
тельство, высокие технологии и финансы, где успешное управление проектами 
напрямую влияет на экономические показатели. 

Цель работы – изучить стратегические подходы в управлении проектами и 
определить их роль в достижении устойчивого экономического роста. Задачей ис-
следования является рассмотрение современных стратегии управления проектами 
и их влияние на экономический рост организаций. 

Рассмотрим видение различных авторов на определение стратегического 
управления проектами. Разберем каждое понятие и классифицируем по категори-
ям. 
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Верников В. А. считает, что современный подход стратегического планиро-
вания развития производственных структур представляет собой системный и про-
активный взгляд в будущее, что позволяет, с одной стороны, учесть все компонен-
ты, образующие стратегический потенциал предприятия (и это на практике выра-
жается в построении целевой стратегической канвы его развития). А с другой сто-
роны, системный и проактивный взгляд в будущее позволяет наиболее верно ин-
терпретировать явные и скрытые внешние трансформации, то есть возможности и 
угрозы [1].  

Данный подход, в свою очередь, дает возможность конкретизировать на-
правления использования стратегического потенциала с тем, чтобы достижение 
плановых целей было эффективным и результативным  

Рассмотрим данное определение в срезе государственного управления, Гла-
дилина И. П. под стратегическим управлением видит стратегический подход, на-
правленный на повышение общей эффективности работы государственных орга-
нов путем перехода от функциональной к проектной парадигме. Оно включает 
разработку понятной методологии для управления проектами в государственном 
секторе, создание и апробацию нормативной базы для регулирования действий 
участников проектной деятельности, а также составление образовательных про-
грамм по обучению государственных служащих навыкам проектного управления 
[4]. 

И.В. Чистникова, Е.П. Дружникова и Т.Н. Добродомова Рассматривают 
стратегическое управление, как как комплекс инструментов для достижения ус-
тойчивого экономического роста в регионах, а также как систему решений и при-
оритетов. Процесс стратегического управления представляют в виде выбора целей 
пространственного развития, прогнозирования желаемых будущих параметров со-
стояния территории, планирование мер и результатов развития, составления про-
грамм по достижению целей и задач. [6]. 

Глотова Е. А., считает, что стратегия управления охватывает огромное коли-
чество функций и подразделений: снабжение, производство, финансы, маркетинг, 
кадры, научные исследования и разработки. Принятие стратегического выбора оз-
начает связывание бизнес-решений и конкурентоспособных действий, собранных 
по всей компании, в единый узел. Это единство действий и подходов отражает те-
кущую стратегию предприятия [5] 

Рассмотрев определения и видение разных авторов на стратегическое управ-
ление, можно заметить, что стратегические подходы в управлении проектами 
представляют собой совокупность методов и инструментов, направленных на 
обеспечение эффективного выполнения проектов, минимизацию рисков и макси-
мизацию их вклада в долгосрочное экономическое развитие. Эти подходы адапти-
руются к современным вызовам, включая глобализацию, цифровизацию и возрас-
тающую сложность процессов. Их применение особенно актуально для секторов 
экономики, которые стремятся к устойчивости и конкурентоспособности.   

1. Системный подход 
Системный подход предполагает рассмотрение проекта как части единой 

экосистемы, где все элементы взаимосвязаны. Это позволяет учитывать внешние и 
внутренние факторы, влияющие на реализацию проекта. Например, учитывая из-
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менения рыночной среды, можно заранее разработать механизмы адаптации, что 
способствует достижению устойчивости и снижению рисков. Этот подход обеспе-
чивает целостное планирование и контроль, что важно для долгосрочного эконо-
мического роста.   

2. Проактивное управление рисками 
Этот подход направлен на прогнозирование и предотвращение возможных 

угроз, которые могут возникнуть на разных этапах реализации проекта. Проактив-
ный подход позволяет не только минимизировать потери, но и использовать воз-
никающие возможности для создания дополнительной ценности. В условиях не-
определенности этот метод играет ключевую роль в укреплении устойчивости 
экономики.   

3. Инновационный подход   
Интеграция инноваций в управление проектами способствует ускорению 

процессов, улучшению качества результатов и сокращению затрат. Использование 
новых технологий, таких как искусственный интеллект, автоматизация и аналити-
ческие платформы, позволяет компаниям достигать конкурентных преимуществ. 
Инновационный подход поддерживает переход экономики к модели устойчивого 
развития за счет повышения производительности и эффективности.   

4. Проектная парадигма в государственном управлении 
Этот подход применяется для повышения эффективности государственных 

органов и реализации национальных программ. Включает создание нормативной 
базы, разработку методологии управления проектами и обучение государственных 
служащих. Реализация масштабных инфраструктурных или социальных проектов 
с использованием проектной парадигмы способствует улучшению качества жизни 
и развитию экономики.   

5. Региональный и пространственный подход 
Стратегическое управление проектами на уровне регионов включает учет 

особенностей территорий, прогнозирование их развития и реализацию инициатив, 
направленных на снижение экономических дисбалансов. Позволяет более равно-
мерно распределять ресурсы и развивать отдаленные территории, что в долго-
срочной перспективе способствует устойчивому экономическому росту.   

6. Функционально-интеграционный подход  
Подход ориентирован на координацию действий различных подразделений 

и процессов в рамках единого проекта. Это помогает минимизировать дублирова-
ние функций, улучшить коммуникацию между отделами и повысить эффектив-
ность использования ресурсов.   

Данные подходы позволяют не только эффективно реализовывать проекты, 
но и обеспечивать их соответствие долгосрочным целям устойчивого развития. 
Классифицируем подходы к стратегическому управлению и их роль в экономиче-
ском развитии. 

Таблица: Классификация подходов стратегического управления 
Стратегиче-

ский подход 
Основная цель Ключевые осо-

бенности 
Вклад в устойчивый 

экономический рост 
Системный 

подход 
Учет всех элемен-

тов и факторов, 
влияющих на проект, 

Взаимосвязь всех 
компонентов; адап-
тивное планирование; 

Рациональное ис-
пользование ресурсов; 
снижение рисков; по-



Капанин К.Н. «СТРАТЕГИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ В УПРАВЛЕНИИ ПРО…» 51 
 

Стратегиче-
ский подход 

Основная цель Ключевые осо-
бенности 

Вклад в устойчивый 
экономический рост 

для достижения цело-
стности и согласован-
ности 

учет внешних и внут-
ренних условий 

вышение эффективно-
сти реализации проек-
тов 

Проактивное 
управление риска-
ми 

Минимизация рис-
ков и адаптация к из-
менениям внешней 
среды 

Прогнозирование 
угроз; разработка 
превентивных мер; 
постоянный монито-
ринг 

Снижение потерь и 
срывов проектов; укре-
пление доверия инве-
сторов; обеспечение 
стабильности в реализа-
ции проектов 

Инновацион-
ный подход 

Внедрение совре-
менных технологий 
для повышения каче-
ства и производитель-
ности 

Использование 
ИИ, автоматизации и 
аналитических плат-
форм; интеграция но-
вых решений 

Увеличение произ-
водительности; сниже-
ние издержек; ускоре-
ние внедрения иннова-
ций 

Проектная па-
радигма в государ-
ственном управле-
нии 

Повышение эф-
фективности государ-
ственных программ и 
услуг 

Разработка нор-
мативной базы; обу-
чение сотрудников; 
реализация нацио-
нальных и региональ-
ных инициатив 

Улучшение инфра-
структуры; привлечение 
инвестиций; создание 
условий для экономиче-
ского развития 

Региональный 
и пространствен-
ный подход 

Устранение терри-
ториальных дисбалан-
сов и развитие регио-
нальной экономики 

Учет местных 
особенностей; плани-
рование пространст-
венного развития; 
поддержка малого и 
среднего бизнеса 

Равномерное рас-
пределение ресурсов; 
создание рабочих мест; 
повышение уровня жиз-
ни в регионах 

Функциональ-
но-
интеграционный 
подход 

Обеспечение един-
ства действий и коор-
динации подразделе-
ний 

Координация 
процессов; миними-
зация дублирования 
функций; улучшение 
коммуникации 

Сокращение вре-
менных и ресурсных за-
трат; повышение общей 
эффективности проек-
тов 

 
Представленная таблица систематизирует стратегические подходы к управ-

лению проектами, сравнивая их цели, особенности и вклад в устойчивый эконо-
мический рост. Ее ценность заключается в комплексном анализе стратегий, выяв-
лении их взаимодополняемости и практическом применении. Таблица помогает 
управленцам и исследователям определить оптимальные подходы, ориентируясь 
на эффективность, минимизацию рисков и рациональное использование ресурсов. 
Она также упрощает процесс принятия решений, позволяя быстро оценить силь-
ные и слабые стороны каждого метода. В целом, это наглядный инструмент для 
разработки устойчивых стратегий экономического развития. 

Например, системный подход обеспечивает целостность процессов, а проак-
тивное управление рисками снижает неопределенность, что в совокупности по-
вышает устойчивость проектов. Инновационные методы ускоряют развитие, а ре-
гиональный подход помогает учитывать местные особенности, создавая условия 
для сбалансированного экономического роста. 

Практическая же ценность заключается в том, что она помогает управлен-
цам и исследователям выбирать наиболее подходящие стратегии, комбинируя их 
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для достижения максимального эффекта. Такой подход способствует эффектив-
ному использованию ресурсов, снижению рисков и устойчивому развитию эконо-
мики. 

Как выбрать подходящую стратегию? 
Для этого следует учитывать несколько ключевых факторов:   
1. Комплексность и взаимосвязь процессов, 
2. Риски и адаптивность, 
3. Технологическое развитие, 
4. Государственное регулирование и управление,  
5. Региональные особенности. 
Выбор стратегии также зависит от возможности их комбинирования. На-

пример, сочетание системного и инновационного подходов позволит одновремен-
но обеспечить комплексный контроль и внедрить современные решения, а исполь-
зование регионального подхода совместно с государственными инициативами по-
может учесть местные особенности при разработке экономических программ.   

Таким образом, эффективный выбор стратегии заключается в анализе целей 
проекта, его окружения и потенциальных рисков, а также в поиске оптимального 
сочетания подходов для достижения устойчивого экономического роста. 

Стратегические подходы к управлению проектами играют ключевую роль в 
обеспечении устойчивого экономического роста, позволяя эффективно координи-
ровать процессы, минимизировать риски и адаптироваться к изменяющимся усло-
виям. Взаимодополняемость различных методов, таких как системный, инноваци-
онный, проактивный и региональный подходы, позволяет учитывать как внутрен-
ние, так и внешние факторы развития. Комбинирование управленческих подходов 
способствует рациональному использованию ресурсов, ускорению инноваций, 
снижению территориальных дисбалансов и повышению эффективности государ-
ственных и частных инициатив.  
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Аннотация. Рассмотрены уровни производительности в ППС на одного ра-
ботника по различным странам. Определена необходимость повышения произво-
дительности труда на предприятии. Предложено анализировать объем произве-
денной продукции, овеществленный и живой труд как многофакторные показате-
ли. Раскрыты этапы программы управления производительностью труда на пред-
приятии.   

Ключевые слова: производительность, анализ, факторы, овеществленный и 
живой труд, программа, мероприятия. 

 

Введение: Актуальность. Открытая рыночная экономика, обеспечивая ци-
вилизованные условия конкуренции, требует, в свою очередь, повышения качест-
венных характеристик продукции, выпускаемой промышленными предприятиями. 
Производительность труда — это показатель, который характеризует экономиче-
скую эффективность труда, то есть, если рассматривать отдельного работника — 
это способность производить в единицу рабочего времени определенное количе-
ство продукции.  

Результаты исследования. По данным организации экономического сотруд-
ничества в Европе производительность труда в России намного ниже, чем в разви-
тых странах мира. Об этом свидетельствуют данные таблицы 1, в которой пред-
ставлена динамика изменений показателей производительности труда [1, с. 89-
109].  

Данные таблицы свидетельствуют, что 
- по абсолютному значению производительности труда, рост наблюдается со 

следующей динамикой: в Люксембурге – в 2,05 раза, в Норвегии – в 2,66 раза, в 
США – в 2,06 раза, во Франции – в 1,96 раза, в Германии – в 1,94 раза, в Италии - в 
1.67 раза, в Канаде – в 1,83 раза, в Англии – в 1,87 раза, в России – в 3,78 раза, в 
Мексике – в 1,94 раза. Таким образом, по относительному росту Россия, с учетом 
паритета покупательской способности, опережает указанные страны. Чтобы не 
сложилось предположения о том, что Россия скоро их догонит и перегонит следу-
ет рассмотреть тепы роста за последние 3 года; 

- по среднегодовым темпам роста экономики за период 2014-2018 годы на-
блюдается следующая динамика: в Люксембурге – 102,7 %, в Норвегии – 102,6 %, 
в США – 104,1, во Франции – 103,4 %, в Германии – 102,7, в Италии – 102,6, в Ка-
наде – 105,5 %, в Англии – 104,7 %, в России – 101,9 %, в Мексике – в 103,1 %. 
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Таблица 1 - Показатели производительности труда по странам мира (ВВП по ППС 
на одного занятого, долл. США) 

 
 
 

Год 

Рейтинг по данным ОЭСР 
      1      2     3      8     9    

19 
  20     21    40     41 

Страна 
Люксем-
бург 

Нор-
вегия 

США Франц 
ия 

Гер-
ма-
ния 

Ита-
лия 

Ка-
нада 

Англия Россия Мексика 

1995     46,9   
33,3 

33,3   32,4  
32,5 

30.
7 

28,
2 

 27,4   6,9   10,1 

2000     58,2   
48,9 

40,8   40,2  
37,7 

35,
6 

33,
4 

 34,5   7,8   12,3 

2005     65,4   
66,5 

51,9   48,3  
47,8 

38,
7 

40,
5 

 43,2  12,5   14,9 

2010     83,7   
77,7 

61,9   58,1  
56,7 

46,
8 

46,
0 

 46,9  21,2   17,4 

2014     93,6   
82,6 

63,3   60,2  
59,4 

48,
4 

47,
6 

 47,9  23,1   18,9 

2015     93,2   
86,9 

64,8   60,7  
60,6 

49,
3 

48.
1 

 48,4  24,4   19,1 

2016     93,6   
86,4 

66,0   61,5  
61,4 

50,
1 

49,
1 

 48,9  25,6   19,0 

2017     95,9   
88,0 

67,4   62,7  
62,3 

50,
8 

50.
7 

 50,5  25,9   19,5 

 
2018 

    96,2   
88,7 

68.7   63,6  
63,1 

51,
4 

51,
6 

 51,2  26,1   19,6 

2019 80,3 100,
3 73,7 68,6 68,8 56,

1 
57,
2 54,3 29,5 20,3 

2023 146,1 92,6 69,7 67,9 68,1 61,
7 

56,
9 59,0 29,5 20,2 

  
Расчеты показывают, что максимальные темпы роста в Канаде, а минималь-

ные в России, причем если подобные тенденции сохранятся, то в течение 5-6 лет 
по росту производительности труда нас может опередить и Мексика. В связи с 
этим, отметим, что по данным Федеральной службы государственной статистики 
темпы роста производительности труда в России продолжают снижаться. Так в 
2006 году по сравнению с 2005 году они снизились на 1%, с 6,5% до 5,5%. В 2005 
году показатель роста производительности труда по сравнению с 2004 годом так-
же снизился с 7% до 6,5%. Данные 2015-2016 гг. свидетельствуют об устойчивой 
тенденции снижения производительности труда с учетом паритета покупательской 
способности. Поэтому, ситуация с ростом производительности труда в стране 
должна осознаваться как серьезная проблема, которой необходимо уделить особое 
внимание на каждом предприятии. 
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Что же является основной причиной недостаточного роста производитель-
ности труда на макроуровне? Ответ на этот вопрос позволит, с учетом влияния 
макроуровня на микроуровень, выявить степень воздействия и реальные возмож-
ности предприятий.  

Чтобы увеличить ВВП необходимо, в условиях открытой экономики, произ-
водить большее число конкурентоспособных товаров и услуг, которые могли бы 
«завоевать» как внутренний, так и внешние рынки. Таким образом, вопрос произ-
водительности труда на макроуровне заключается не в самой производительности 
труда, а в низком уровне наукоемкости отечественной продукции и низком уровне 
добавленной стоимости. 

Аналогична ситуация и на микроуровне. Наиболее приближенной к ситуа-
ции, которая сложилась в экономике России в конце ХХ столетия, целесообразно 
принять факторную модель Р. Солоу, в которой вместо производственной функ-
ции В. Леонтьева была использованная функция Кобба-Дугласа, где труд и капи-
тал являются субститутами. В этой модели условием долгосрочного равновесия 
является также равновесие совокупного спроса и предложения.  

Д. Сакс представил неоклассическую модель, показав выпуск (Q) в виде 
функции от основного капитала (К), вложенного труда (L) и уровня развития тех-
нологии (Т), как: 

 
                                             Q = F (K,L,T)                                             (1.1) 

 
Изменения в объеме выпуска Q было предложено определять, как [1, с.603]: 
 

                                 ∆Q = TF(K,L)+TFк ∆K+TFL L,                            (1.2) 
где TFк, TFL – предельные продукты соответственно капитала и труда.  

Такая запись означает, что изменение выпуска Q распределяется пропорцио-
нально между основным капиталом, вложенным в производство трудом. Уравне-
ние прироста выпуска Q представлено в виде:  

 
                                ∆Q/Q =  T/Т + SL L/L + SK K/К                            (1.3) 

 
где SL – часть расходов на рабочую силу в суммарном выпуске,  

Sk – коэффициент, определяемый долей капитала в выпуске.  
Часть труда и капитала можно рассчитать, используя соответствующую ста-

тью счетов национального дохода. 
Результаты расчетов, проведенных Р. Солоу, показали, что в США за период 

1909 – 1949 гг. выпуск за один человеко-час удвоился, причем 12% прироста оп-
ределялись увеличением капитала на одного работающего, а 88% приходилось на 
технический прогресс [1, с.605].  

В общем виде производительность труда определяет следующая зависи-
мость 

 
Пт = Vпп / (Сов + Сж),                                                                      (1.4) 
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где     Пт – производительность труда, руб. (шт, тн, м и т.п.) на единицу времени; 

    Vпп – объем произведенной продукции, руб. (шт, тн, м и т.п.); 
Сов – затраты овеществленного труда, единица времени; 
Сж –  затраты живого труда, единица времени. 
Таким образом, в общем виде, производительность труда зависит от трех 

показателей формулы 1.4. Следовательно, аналитически, для повышения произво-
дительности могут быть предприняты следующие меры: 

- повышен объем произведенной продукции; 
- снижены затраты овеществленного труда; 
- снижены затраты живого труда; 
- затраты живого и овеществленного труда могут быть увеличены, но в 

меньшей степени, чем объем произведенной продукции. 
В свою очередь, каждый из трех показателей формулы 1.4 является много-

факторными. Анализ влияния рассмотренных факторов на повышение производи-
тельности труда позволяет разделить их на следующие группы: 

- материально-технические; 
- организационные; 
- социально-экономические. 
Программы управления производительностью труда на предприятии долж-

ны включать такие этапы:  
- измерение и оценка достигнутого уровня производительности на предпри-

ятии в целом и по отдельным видам труда в частности;  
- поиск и анализ резервов повышения производительности на основе ин-

формации, полученной в ходе измерения и оценки;  
- разработка плана мероприятий по использованию резервов повышения 

производительности труда, который должен включать конкретные сроки их реали-
зации, предусматривать финансирование расходов на эти мероприятия и ожидае-
мый экономический эффект от их внедрения, определять ответственных исполни-
телей;  

- разработка систем мотивации работников к достижению запланированного 
уровня производительности;  

- контроль реализации мероприятий, предусмотренных планом и всей про-
граммой; измерение и оценка реального влияния предложенных мероприятий на 
рост производительности труда. 

Выводы. Управление производством на основе производительности труда 
позволяет оценивать состояние дел с поправкой на негативные процессы. Ориен-
тация на рост производительности труда позволяет сместить акценты с оценки те-
кущего состояния производства на оценку его состояния в перспективе, что дает 
ему возможность занять достойное место на своем рынке среди множества конку-
рентов.  
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Аннотация: Уточнено определение качества экономического роста. Под ка-

чеством экономического роста предложено понимать системную взаимосвязь со-
циальных и технологических детерминант обеспечения устойчивых темпов эко-
номического роста на основе институционального регулирования социально-
экономических и технологических процессов развития экономики в обеспечении 
технологического и экономического суверенитета страны. Предложены такие на-
правления повышения качества экономического роста, как: научно-
технологическое направление; научно-образовательное направление; социальная 
политика; инвестиционная политика; институты развития и качество институтов. 
Приведенные направления обеспечения качества экономического роста позволяют 
рассмотреть главные условия перехода экономики России к сбалансированному 
экономическому росту, устойчивость которого во многом определяется позитив-
ными структурными изменениями в экономике. 

Ключевые слова: экономический рост, качество роста, обеспечение качест-
ва экономического роста. 

 
Введение: Основу современных исследований в области качества экономи-

ческого роста составляют труды ученых, посвященные анализу проблемы темпов 
и сущности экономического роста, его количественных и качественных характе-
ристик, неравномерного сокращения бедности, роста неравенства, в том числе 
цифрового неравенства, во многих странах [1-7]. Наряду с количественным под-
ходом к оценке экономического роста через увеличение производственных ресур-
сов, расширение масштабов производства, рост выпуска продукции и ее потоков, 
увеличение количества потребительных стоимостей, весьма важными являются 
труды ученых, посвященные качественным аспектам экономического роста через 
призму исследования его социально-экономической природы. Экономический 
рост включает и такие важнейшие качественные характеристики, как экономич-
ность, социальную результативность, пропорциональность и воспроизводимость, 
позволяющие удержать устойчивые, стабильные и высококачественные темпы 
экономического роста.  

Под качеством экономического роста предложено понимать системную 
взаимосвязь социальных и технологических детерминант обеспечения устойчивых 
темпов экономического роста на основе институционального регулирования соци-
ально-экономических и технологических процессов развития экономики в обеспе-
чении технологического и экономического суверенитета страны. 

Основные характеристики качества экономического роста: 
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– инклюзивность (экономический рост должен приносить выгоды широким 
слоям населения, а не только элитам);  

– устойчивость (экономический рост должен быть устойчив по темпам); 
– инновационность (экономический рост должен осуществляться на основе 

технологий и повышения производительности, а не только за счет использования 
ресурсов);  

– социальная ориентированность (улучшение качества жизни, доступ к обра-
зованию и здравоохранению и др.).  

Качественный экономический рост способствует долговременному разви-
тию и повышению жизненного уровня населения.  

На основе проведенных исследований выделим такие направления повыше-
ния качества экономического роста:  

1. Научно-технологическое направление, основывающееся на активном ис-
пользовании инноваций, стимулировании организации и реализации исследований 
и разработок, внедрения новых технологий. Научно-технологическое направление 
отражает необходимость обеспечения технологического суверенитета страны. 

2. Научно-образовательное направление, опирающееся на человеческий ка-
питал страны, совершенствование системы образования, интеграцию системы об-
разования, науки и технологического каркаса развития страны. Научно-
образовательное направление неразрывно связано с обеспечением суверенитета в 
развитии системы образования России. 

3. Социальная политика, направленная на устойчивый рост доходов населе-
ния, улучшение жизненных условий, создание условий для реализации образова-
тельного, творческого потенциала личности, обеспечение роста здоровьесбереже-
ния нации.  

4. Инвестиционная политика. Инициирование запуска нового инвестицион-
ного цикла с использованием реформируемых институтов развития, которые на-
целены на повышение активности привлечения частных инвестиций в проекты, 
которые ранее реализовывались на основе бюджетных инвестиций.  

5. Институты развития и качество институтов. Речь идет, прежде всего, о 
благоприятствовании реализации экономических институтов  в направлении обес-
печения сбалансированного экономического роста, который должен быть устой-
чивым (ориентировочно 3% ВВП в год).   

Таким образом, приведенные нами направления обеспечения качества эко-
номического роста позволяют рассмотреть главные условия перехода экономики 
России к сбалансированному экономическому росту, устойчивость которого во 
многом определяется позитивными структурными изменениями в экономике.  
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Аннотация. В статье проведено исследование, в ходе которого  рассмотре-

ны различные причины влияющие на развитие интеллектуальной собственности 
(ИС), проведен сравнительный анализ статистических данных количества подан-
ных, выданных и использованных патентов ИС, в том числе российскими заявите-
лями, по видам экономической деятельности, по всей Российской Федерации (РФ) 
за каждый год с 2022 по 2023 год по данным ЕМИСС. Предложен комплекс мер 
по развитию отрасли ИС. 

Ключевые слова: интеллектуальная собственность, патент, динамика. 
 
Введение. Одним из показателей характеризующим потенциал научного 

развития страны, являются объекты интеллектуальной собственности.  Грамотное 
использование данного показателя позволяет странам выходить на мировой ры-
нок. Поэтому исследование данных динамики структуры изменения количества 
объектов интеллектуальной собственности, является одним из важнейших факто-
ров, отражающим уровень развития экономики страны. 

Цель исследования: исследование структуры интеллектуальной собствен-
ности по видам экономической деятельности при помощи анализ статистических 
данных околичестве поданных, выданных и использованных патентов интеллек-
туальной собственности, в том числе российскими заявителями, по видам эконо-
мической деятельности, по всей РФ. 

Материалы и методы исследования. В ходе написания данной статьи ис-
пользовались теоретические и эмпирические методы исследования. Также, поми-
мо общенаучных методов познания, использовались специальные методы, такие 
как: анализ и синтез, индукция и дедукция. 

Вопросы влияния объектов интеллектуальной собственности на экономику 
страны рассматривались во многих трудах российский авторов. Таких как: Корот-
кова, О. В. [3],Пушкарь Ю. В. [4]. 

Результаты исследования и их обсуждение. Согласно статье 1225 Граж-
данского кодекса РФ «Интеллектуальная собственность (ИС) – это результаты ин-
теллектуальной деятельности и приравненные к ним средства индивидуализации 
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юридических лиц, товаров, работ, услуг и предприятий, которым предоставляется 
правовая охрана»[1]. 

В целом, все результаты интеллектуальной собственности по объектам мож-
но разделить на 5 групп: 

 авторское право (произведения науки, искусства, литературы; программы 
для ЭВМ (электронно-вычислительных машин) (ПР); 

 права, смежные с авторскими (базы данных (БД); вещательные передачи; 
фонограммы); 

 патентное право (промышленные образцы (ОП); изобретения (ИП); по-
лезные модели (ПМ)); 

 средства индивидуализации (товарные знаки, фирменные наименования, 
коммерческие обозначения); 

 нетрадиционные объекты ИС (ноу-хау (секреты производства); селекци-
онные достижения). 

Среди причин, влияющих на развитие ИС, выделяют: 
 уровень цифровизации, автоматизации процессов производства; 

 наличие/отсутствие иностранных производителей/компаний на рынке;  
 меняющиеся тенденции в потребностях бизнеса; 
 дефицит специалистов в сфере ИС; 
 усовершенствование правового регулирования в сфере ИС и т. д. 
На рисунке 1 представлена статистическая информация Роспатента об об-

щем количестве поданных заявок на выдачу патентов результатов интеллектуаль-
ной собственности по экономическим видам.  

В ходе проведения сравнительного анализа количества поданных заявок на 
выдачу патентов интеллектуальной собственности по видам экономической дея-
тельности, доля программ для ЭВМ занимает сравнительно большее количество 
(37,60%), чем другие виды деятельности, что свидетельствует о большем интересе 
в развитии данного направления. Немаловажное внимание уделяется изобретени-
ям в сфере интеллектуальной собственности  (33,75%), вместе с программами для 
ЭВМ они занимают 2/3 (71,36%) всего объема поданных заявок на выдачу патен-
тов результатов интеллектуальной собственности по экономическим видам. 
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Рисунок 1 - Статистическая информация Роспатента об общем количестве 
поданных заявок на выдачу патентов результатов интеллектуальной собственно-

сти по экономическим видам, ед. [5] 
 
Среди общего количества поданных заявок на выдачу патентов интеллекту-

альной собственности по видам экономической деятельности среди российских 
заявителей наибольший интерес также направлен на разработку программ для 
ЭВМ, что представлено на рисунке 2. 

 
Рисунок 2 - Статистическая информация Роспатента о количестве поданных 

заявок на выдачу патентов российскими заявителями результатов интеллектуаль-
ной собственности по экономическим видам, ед. [5] 

 
В ходе сравнения количества поданных заявок на выдачу патентов результа-

тов интеллектуальной собственности по разработке программ для  ЭВМ, за 2023 
год, доля российских заявителей занимает 99,88 %, что свидетельствует о приори-
тете развитияданного направления среди российских заявителей, однако, по про-
центному соотношению, на первое место выходят разработки баз данных - 
99,98%. По другим направлениям данное соотношение составило: изобретения – 
77,26 %, полезные модели – 98,36 %, промышленные образцы – 70,47 %. 

Следует отметить, что по общему количеству выданных патентов  результа-
тов интеллектуальной собственности  и среди выданных патентов российским зая-
вителям по видам экономической деятельности наибольший показатель также со-
ставляют программы для ЭВМ, что подтверждается рисунками 3, 4. 

 

18 970 8 368 

4 233 

26 474 

4 108 

20 623 

9 582 
5 492 

29 944 

5 297 

0 
5 000 

10 000 
15 000 
20 000 
25 000 
30 000 
35 000 

ИП ПМ ОП ПР БД 

Количество 

Вид  
деятельности 

2022 2023 



Крупенко А.И., Сушко Н.А. «ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ИНТЕЛЛЕ…» 65 
 

 
Рисунок 3 - Статистическая информация Роспатента об общем количестве 

выданных патентов результатов интеллектуальной собственности по экономиче-
ским видам, ед. [5] 

 

 
Рисунок 4 - Статистическая информация Роспатента о количестве выданных 

патентов российским заявителям результатов интеллектуальной собственности по 
экономическим видам, ед. [5] 

 
При сравнении количества выданных патентов российским заявителям  с 

общим количеством выданных патентов результатов интеллектуальной собствен-
ности по экономическим видам, в процентном соотношении показатели полезные 
модели, программы для ЭВМ и баз данных составляют тоже соотношение, по 
промышленным образцам – наблюдается рост на 3% (73,60%), по показателю 
«изобретения» – доля российских заявителей по количеству выданных патентов, 
по сравнению с количеством поданных заявок, снизилась на 5% (72,47%). 

По данным ЕМИСС за 2023 год среди количество выданных патентов прак-
тически полностью были использованы патенты результатов интеллектуальной 
собственности полезных моделей на 98,54 %, что подтверждается рисунком 5. 
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Рисунок 5 - Статистическая информация Роспатента об общем количестве 

выданных и использованных патентов результатов интеллектуальной собственно-
сти по экономическим видам, за 2023 г. [5] 

 
При процентном сравнении прочих использованных результатов интеллек-

туальной собственности с выданными, данный показатель составил: изобретения – 
88,34 %; промышленные образцы – 71,33%; программы для ЭВМ – 85,13 %; базы 
данных – 80,02 %.  

В соответствии с планом деятельности на 2024-2026 гг. Федеральная служба 
по интеллектуальной собственности (Роспатент) осуществляет: 

1. содействие инновационному развитию экономики, которое состоит в:  
− повышении доступности качественного образования в сфере ИС;  
− поддержке наукоемких проектов; 
−  росте оборота прав на результаты интеллектуальной деятельности как 

экономически значимых активов; развитие сотрудничества с субъектами РФ. 
2. выполнение международных обязательств и учет интересов РФ в области 

ИС, вытекающих из участия в международных договорах и соглашениях, из член-
ства в международных организациях, которое состоит в: 

− развитии евразийской интеграции в сфере ИС; 
− укреплении и взаимодействии с зарубежными ведомствами по ИС; 
− формировании инициатив РФ и их продвижение в рамках работ руково-

дящих и экспертных органов Всемирной организации ИС (ВОИС)[2]. 
Выводы: Таким образом, среди всего объема поданных заявок на выдачу 

патентов результатов интеллектуальной собственности преобладают программы 
для ЭВМ (37,60%), из них доля российских заявителей составляет 99,88 %. По 
общему количеству выданных патентов и выданных патентов российским заяви-
телям также преобладают программы для ЭВМ с тем же процентным соотношени-
ем. Однако, заметные изменения, по количеству выданных патентов российским 
заявителям среди общего объема выданных патентов по сравнению с количеством 
поданных заявок российскими заявителями среди общего количества поданных 
заявок, наблюдаются в: промышленные образцы – рост на 3% (73,60%); изобрете-
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ния –снижение на 5%. При сравнении общего количества выданных патентов с 
использованными, наибольшая эффективность по данному показателю была дос-
тигнута по виду результатов интеллектуальной собственности полезных моделей 
на 98,54%, наименьшая эффективность составила– 71,33% в области промышлен-
ных образов. 
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ДИФФЕРЕНЦИАЦИЯ КОЭФФИЦИЕНТА КАПИТАЛИЗАЦИИ  
В РЕЗУЛЬТАТЕ ДЕЙСТВИЯ ПРИРОДНО-ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
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Кубраков Д.В., начальник отдела государственной кадастровой оценки, аспирант 
кафедры землеустройства, земельного и городского кадастра 

КГБУ «Алтайский центр недвижимости и государственной кадастровой оценки» 
ФГБОУ ВО «Алтайский государственный аграрный университет»,  

г. Барнаул 
 
Аннотация: в работе рассмотрен порядок дифференциации коэффициента 

капитализации в границах агроклиматических подзон на территории Алтайского 
края под действием природно-пространственных факторов внешней среды. Расчет 
дифференцированной величины коэффициента капитализации проведен в два эта-
па: определение базовой величины коэффициента капитализации путем корректи-
ровки ставки доходности к погашению государственных ценных бумаг Россий-
ской Федерации, с наиболее поздней по отношению к дате оценки датой погаше-
ния на риски, связанные с инвестированием капитала в приобретение земельных 
участков; расчет корректировочного коэффициента на принадлежность к агрокли-
матической подзоне. Приведенная дифференциация использована при проведении 
государственной кадастровой оценки земель сельскохозяйственного назначения на 
территории Алтайского края в 2019 – 2022 годах. 

Ключевые слова: массовая (кадастровая) оценка, внешняя среда, коэффи-
циент капитализации, дифференциация. 

 
Введение: Учет природно-пространственной специфики, то есть фактора 

местоположения с учетом природного потенциала территории, для земель сель-
скохозяйственного назначения, а особенно сельскохозяйственных угодий является 
принципиальным.  

Государственную кадастровую оценку таких участков проводят на основа-
нии анализа территории региона в разрезах природно-экономических зон, агрок-
лиматических оценочных подзон, по земельно-оценочному и физико-
географическому районированию территории для корректного учета уровня про-
изводительной способности почв, то есть с учетом целого спектра природно-
пространственных факторов. 

С учетом неодинакового, дифференцированного воздействия природно-
пространственных факторов, логично предположить, и что коэффициент капита-
лизации, учитывая существенные отличия в зонировании, должен различаться в 
границах каждой агроклиматической подзоны. Данное заключение предполагает 
необходимость выполнения дифференциации базовой величины ставки.  

Расчет дифференцированной величины коэффициента капитализации будем 
производить следующим образом. 
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1. Определение базовой величины коэффициента капитализации путем кор-
ректировки ставки доходности к погашению государственных ценных бумаг Рос-
сийской Федерации, с наиболее поздней по отношению к дате оценки датой пога-
шения на риски, связанные с инвестированием капитала в приобретение земель-
ных участков, в составе земель сельскохозяйственного назначения, в том числе 
природно-климатические, земледельческие, локальные. Данный показатель будет 
являться базовым, то есть усредненным по всей территории края. 

2. Расчет корректировочного коэффициента на принадлежность к конкрет-
ной агроклиматической подзоне [1], имеет следующую последовательность дейст-
вий: 

▪ выбор факторов, на основании справочника агроклиматического оценочно-
го зонирования субъектов Российской Федерации, которые возможно использо-
вать в качестве критериев проведения оценки местоположения; 

▪ ранжирование показателей отобранных параметров, с присвоением макси-
мального значения худшему показателю, и наоборот; 

▪ подсчет суммарного рейтинга в границах каждой агроклиматической под-
зоны; 

▪ непосредственный расчет корректировочного коэффициента, по формуле: 
 









−

⋅−=
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Б
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▪ KR – величина корректировки базовой ставки (коэффициента) капитализации, %; 
▪ Pi – рейтинг конкретной агроклиматической подзоны; 
▪ Бсд – величина безрисковой ставки доходности; 
▪ n – количество агроклиматических подзон. 
 

Из указанной модели расчета следует, что величина корректировки для под-
зоны с минимальным рейтингом, равна 0, то есть базовая ставка не корректирует-
ся. Далее приведен расчет коэффициента капитализации для каждой агроклимати-
ческой подзоны. Определение ставки капитализации вели методом кумулятивного 
построения, которая включает безрисковую ставку и риск, связанный с ведением 
сельского хозяйства. 

В качестве безрисковой ставки использовано, по состоянию на 30.12.2021 
года, значение кривой бескупонной доходности государственных облигаций (% 
годовых), со сроком до погашения 30 лет. Величина данной ставки, по состоянию 
на дату проведения оценки, принимается в размере – 8,44 % [2]. 

Расчет премии за риски производился на основе сведений Приложения № 4 
к приказу Министерства сельского хозяйства РФ от 02.10.2020 № 589 «Об утвер-
ждении Плана сельскохозяйственного страхования на 2021 год» (табл. 1, 2). 
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Таблица 1 
Расчет среднего значения предельных размеров ставок при страховании 

Группы сельскохозяйст-
венных 

культур и многолетних 
насаждений 

Виды сельскохозяйствен-
ных 

культур и многолетних 
насаждений 

Предельные размеры ста-
вок 

при страховании, % 

 
 

Зерновые культуры 
  
  

Пшеница яровая 9,9 
Ячмень яровой 8,3 

Овес 8,3 
Гречиха 7,4 

Другие зерновые культуры 8,3 
Среднее значение 8,44 

 
Далее, в расчете учитывалась сведения о типовой структуре посевов сель-

скохозяйственных культур, выращиваемых на территории Алтайского края. 
 

Таблица 2 
Расчет премии за риск ведения сельского хозяйства 
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1 I 50,0 3,7 29,4 5,0 – – 6,9 
2 II 50,0 3,7 29,4 5,0 – – 6,9 
3 III 50,0 3,7 33,0 10,0 – 3,3 – 
4 IV 50,0 3,7 35,1 10,0 1,2 – – 
5 V 50,0 3,7 33,3 10,0 – 3,3 – 
6 V 50,0 3,7 36,3 10,0 – – – 
Среднее значение, % 50,0 3,7 26,6 8,3 1,2 3,3 6,9 

Сумма, % 100,0 
Предельные размеры ставок 

при страховании, % 8,44 6,10 9,70 9,70 5,30 5,30 5,00 

Вес каждой культуры, % 4,22 0,23 2,58 0,81 0,06 0,17 0,35 
Сумма, % 8,42 

 
Величина ставки капитализации, в рамках проведенного расчета, составляет 

– 16,86 %. Далее приведен расчет корректировки базовой величины ставки капи-
тализации (табл. 3). 
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Таблица 3 
Расчет ставки капитализации для Алтайского края 

№ 
п/п Показатель Значение, % 

1 Безрисковая ставка дохода 8,44 
2 Премия за риск ведения сельского хозяйства 8,42 
3 Ставка капитализации 16,86 

 
На основании полученных значений, составлен свод ставок капитализации 

для каждого муниципального образования в разрезе агроклиматических подзон 
(табл.4, 5, 6). 

 
Таблица 4 

Расчет ставки капитализации по агроклиматическим подзонам 
Агроклиматическая подзона 1 2 3 4 5 6 

Сумма температур > 10℃ 2282 2225 2081 1872 2073 1900 
Коэффициент увлажнения 0,47 0,59 0,79 0,97 0,86 1,00 

Гумус, ц из 1 т навоза 0,90 0,90 0,65 0,65 0,65 0,65 
Балл контурности 99 96 94 93 96 85 

Ра
нж

ир
ов

а-
ни

е 

Сумма температур > 10℃ 1 2 3 6 4 5 
Коэффициент увлажне-

ния 6 5 4 2 3 1 

Гумус, ц из 1 т навоза 1 1 3 3 3 3 
Балл контурности 1 2 4 5 2 6 

Сумма рангов, шт. 9 10 14 16 12 15 
Рейтинг 1 2 4 6 3 5 

Среднее годовое значение 
безрисковой ставки, % 8,44 

Корректировка на номер 
агроклиматической подзоны, 

% 
0,00 1,69 5,06 8,44 3,38 6,75 

Базовая ставка капитализа-
ции, % 16,86 

Ставка капитализации по 
агролиматическим подзонам, 

% 
16,86 18,55 21,92 25,30 20,24 23,61 

 
Таблица 5 

Расчет ставки капитализации по агроклиматическим подзонам 

С
та

вк
а 

ка
пи

-
та

ли
за

ци
и Агроклиматическая 
подзона 

Земельно- оценочный 
район 

Ставка капитали-
зации 

по зонам, % 
1 I 16,86 
2 II 18,55 
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3 III 21,92 
4 IV 25,30 
5 V 20,24 
6 V 23,61 

 
 

Таблица 6 
Расчет ставки капитализации по районам Алтайского края 

№ 
п/п 

Муниципальный район 
/городской округ 

Природно-
экономическая зона 

Агроклиматическая 
подзона 

Ставка капита-
лизации 

по районам, % 
1 Алейский район Приалейская 3 21,92 
2 Алтайский район Алтайская 5 20,24 
3 Баевский район Восточно-

Кулундинская 3 21,92 
4 Бийский район Бийско-Чумышская 4 25,30 
5 Благовещенский район Восточно-

Кулундинская 2 18,55 

6 Бурлинский район Западно-
Кулундинская 1 16,86 

7 Быстроистокский район Приалтайская 5 20,24 
8 Волчихинский район Восточно-

Кулундинская 2 18,55 
9 Егорьевский район Приалейская 1 16,86 

10 Ельцовский район Присалаирская 4 25,30 
11 Завьяловский район Приобская 2 18,55 
12 Залесовский район Присалаирская 4 25,30 
13 Заринский район Присалаирская 4 25,30 
14 Змеиногорский район Приалтайская 5 20,24 
15 Зональный район Бийско-Чумышская 4 25,30 
16 Калманский район Приобская 3 21,92 
17 Каменский район Приобская 3 21,92 
18 Ключевский район Западно-

Кулундинская 1 16,86 
19 Косихинский район Бийско-Чумышская 4 25,30 
20 Красногорский район Присалаирская 4 25,30 
21 Краснощековский район Приалтайская 5 20,24 
22 Крутихинский район Приобская 3 21,92 
23 Кулундинский район Западно-

Кулундинская 1 16,86 
24 Курьинский район Приалтайская 5 20,24 
25 Кытмановский район Присалаирская 4 25,30 
26 Локтевский район Приалейская 2 18,55 
27 Мамонтовский район Приобская 3 21,92 
28 Михайловский район Западно-

Кулундинская 1 16,86 

29 Немецкий Национальный 
район 

Западно-
Кулундинская 1 16,86 

30 Новичихинский район Приалейская 2 18,55 
31 Павловский район Приобская 3 21,92 
32 Панкрушихинский район Приобская 3 21,92 
33 Первомайский район Бийско-Чумышская 4 25,30 
34 Петропавловский район Приалтайская 5 20,24 
35 Поспелихинский район Приалейская 2 18,55 
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36 Ребрихинский район Приобская 3 21,92 
37 Родинский район Восточно-

Кулундинская 2 18,55 
38 Романовский район Приобская 2 18,55 
39 Рубцовский район Приалейская 2 18,55 
40 Смоленский район Бийско-Чумышская 5 20,24 
41 Советский район Бийско-Чумышская 5 20,24 
42 Солонешенский район Алтайская 6 23,61 
43 Солтонский район Присалаирская 4 25,30 
44 Суетский район Восточно-

Кулундинская 2 18,55 

45 Табунский район Западно-
Кулундинская 1 16,86 

46 Тальменский район Бийско-Чумышская 4 25,30 
47 Тогульский район Присалаирская 4 25,30 
48 Топчихинский район Приобская 3 21,92 
49 Третьяковский район Приалтайская 5 20,24 
50 Троицкий район Бийско-Чумышская 4 25,30 
51 Тюменцевский район Приобская 3 21,92 
52 Угловский район Западно-

Кулундинская 1 16,86 
53 Усть-Калманский район Приалтайская 3 21,92 
54 Усть-Пристанский район Приалтайская 3 21,92 
55 Хабарский район Восточно-

Кулундинская 2 18,55 
56 Целинный район Присалаирская 4 25,30 
57 Чарышский район Алтайская 6 23,61 
58 Шелаболихинский район Приобская 3 21,92 
59 Шипуновский район Приалейская 3 21,92 
60 Барнаул Приобская 3 21,92 
61 Славгород Западно-

Кулундинская 1 16,86 
 
Таким образом, произведена дифференциация базовой величины коэффици-

ент капитализации с учетом разности природно-пространственных (агроклимати-
ческих условий). 
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ЭМПИРИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА МОДЕЛЕЙ ОЦЕНКИ КАПИТАЛА  
 

Лихенко И.И. ФГБОУ ВО «Новосибирский государственный университет 
экономики и управления «НИНХ», г. Новосибирск 

 
Аннотация: В данной статье рассматривается процесс определения справед-

ливой стоимости собственного капитала компании. Это актуальная задача для фи-
нансовых аналитиков. В работе обсуждаются различные методы оценки, такие как 
доходный, затратный и сравнительный подходы. Особое внимание уделяется вы-
бору наиболее подходящего метода в зависимости от конкретных условий. 

Основным методом исследования является тестирование методов, которое 
включает сравнение полученных результатов с наблюдаемыми рыночными цена-
ми. В работе анализируются результаты тестирования нескольких методов, таких 
как метод дисконтированных дивидендов (DDM), метод остаточной прибыли 
(RIM) и метод дисконтированных денежных потоков (DCF). 

Для анализа были использованы научные публикации, собранные через сис-
тему semanticscholar.org. Особое внимание уделялось исследованиям, проведён-
ным после 2000 года. Результаты исследования показывают, что в развитых стра-
нах метод остаточной прибыли демонстрирует наилучшие результаты. В то же 
время в развивающихся странах лидирует метод дисконтированных дивидендов. 

Ключевые слова: метод дисконтированных дивидендов (DDM), метод оста-
точной прибыли, метод дисконтированных денежных потоков (DCF), оценка 
стоимости собственного капитала. 

 
Введение: В своей работе финансовые аналитики часто сталкиваются с необ-

ходимостью определить справедливую стоимость собственного капитала компа-
нии. Существует множество методов оценки, основанных на различных подходах, 
таких как доходный, затратный и сравнительный. 

Какой метод выбрать для оценки стоимости конкретной компании? Ответ на 
этот вопрос можно найти в спецификациях методов, которые определяют опреде-
лённые допущения. Если эти допущения соответствуют текущим условиям, то ме-
тод может быть использован для оценки. Но что делать, если подходят сразу не-
сколько методов? Какой из них даст более точные результаты? Ответ на этот во-
прос можно получить после тестирования методов. 

Стандартное тестирование включает сравнение полученной оценки с наблю-
даемой ценой торгуемой ценной бумаги. В этой работе мы проанализировали на-
учные публикации, в которых рассматривались различные методы оценки, вклю-
чая метод остаточного дохода, метод дисконтированных дивидендов, метод дис-
контированных денежных потоков и несколько мультипликаторов для сравни-
тельного подхода. 

 
Материалы и методы 
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Классическая модель остаточной прибыли (RIM) выглядит следующим обра-
зом (формула 1): 

𝑃𝑃0  =  𝐵𝐵𝑉𝑉0 + �
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑐𝑐𝑡𝑡
(1 + 𝑟𝑟𝑅𝑅)𝑡𝑡

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

+
𝑇𝑇𝑉𝑉𝑇𝑇

(1 + 𝑟𝑟𝑅𝑅)𝑇𝑇 ,                                                 (1) 

где 𝑃𝑃0 – оцененная стоимость собственного капитала компании в момент вре-
мени 0, 

где 𝐵𝐵𝑉𝑉0 – бухгалтерская стоимость собственного капитала, 
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑐𝑐𝑡𝑡  –бухгалтерская прибыль за период t за вычетом требуемой доходно-

сти на собственный капитал, умноженной на вложенный капитал на начало перио-
да t.  

Идея данной модели состоит в учете терминальной стоимости с учетом тре-
буемой доходности на капитал. Стандартная модель дисконтированных денежных 
потоков (DCF) заключается в формуле 2: 

𝑃𝑃0 = �
𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑡𝑡

�1 + 𝑟𝑟𝑓𝑓�
𝑡𝑡

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

+
𝑇𝑇𝑉𝑉𝑇𝑇

�1 + 𝑟𝑟𝑓𝑓�
𝑇𝑇 − 𝐷𝐷𝑅𝑅𝐷𝐷𝑡𝑡0,                                             (2) 

где 𝑃𝑃0 – оцененная стоимость собственного капитала компании в момент вре-
мени 0, 

где 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑡𝑡  – свободный денежный поток, приходящийся на компанию, 
𝐷𝐷𝑅𝑅𝐷𝐷𝑡𝑡0 – стоимость заемного капитала. 
Модель дисконтированных дивидендов (DDM) описывается формулой 3: 

𝑃𝑃0 = �
𝐷𝐷𝐷𝐷𝑣𝑣𝑡𝑡

(1 + 𝑟𝑟𝑅𝑅)𝑡𝑡

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

+
𝑇𝑇𝑉𝑉𝑇𝑇

(1 + 𝑟𝑟𝑅𝑅)𝑇𝑇 ,                                                              (3) 

где 𝑃𝑃0 – цена акции в момент времени 0, 
𝐷𝐷𝐷𝐷𝑣𝑣𝑡𝑡  – уплаченный компанией дивиденд в момент времени t, 
𝑇𝑇𝑉𝑉𝑇𝑇  – терминальная стоимость в момент времени T, 
𝑟𝑟𝑅𝑅  – требуемая доходность на собственный капитал.  
В рамках модели дисконтированных дивидендов происходит суммирование 

дисконтированных (приведённых к текущему моменту) ожидаемых будущих ди-
видендов. DCF основана на сумме приведённых к текущему моменту будущих де-
нежных потоков, которые приходятся на владельцев собственного и заёмного ка-
питала, за вычетом стоимости заёмного капитала. В противном случае, если не 
вычитать последнее, мы бы получили стоимость фирмы. 

Поиск публикаций осуществлялся в системе semanticscholar.org по запросу 
«valuation model dcf ddm testing». В результате было найдено 97 публикаций, но 
некоторые из них были исключены по следующим критериям: 

1. В исследовании рассматривалась модель, которая применялась для 
анализа одной или двух компаний. 

2. Основной текст публикации был написан на языке, отличном от рус-
ского или английского. 

3. Проверка проводилась на основе сравнения предпродажной цены, ус-
тановленной в рамках IPO, с последующей ценой. Это могло негативно повлиять 
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на результаты, поскольку IPO часто проводились в кризисные периоды, когда 
оценка может быть смещена. 

4. Исследования, не учитывающие период после 2000 года, так как они 
не отражали изменения в работе фондовых рынков после развития компьютерных 
технологий. 

5. Текст публикации был недоступен для свободного доступа. 
6. Тема публикации не соответствовала искомой теме. 
Для анализа были выбраны страны, в которых находилось большинство ком-

паний, за которыми велось наблюдение. Также были учтены период сбора данных, 
количество компаний и результаты — какая модель была более точной. Исследо-
вание проводилось с использованием общенаучных методов, таких как анализ, 
синтез, сравнение и обобщение. 

 
Результаты и обсуждение 
 
Результаты исследования представлены в таблице ниже (табл. 1). 
Таблица 1. Результаты анализа научных исследований 

Год 
публикации 

Авторы Страна Чи
сло 
компа-
ний 

Пе-
риод на-
блюде-
ния 

Результаты рас-
четов 

2008 Wells, P., Bailey, 
P., Brown, P., & 
Potter, M.  

Австралия 129 2000-
2005 

RIM > DDM > DCF 

2020 Ausloos M.  Велико-
британия 

3 2020 RIM > DCF  

2020 Sutjipto, E., & 
Setiawan, W.  

Индонезия 49 2014-
2019 

DDM >  сравнитель-
ный (EPS) 

2021 Yulianto, D., 
Mulyantini, S., & 
Arieftiara, D.  

Индонезия 12 2015-
2019 

DDM>RIM 

2013 Kicia, M. Польша 415 2000-
2013 

DCF > 
сравнительный 
(EBITDA) 

2020 Frensidy, B., 
Pelealu, R. J., & 
Robiyanto, R. 

Индонезия 99 2014 DDM ~ DCF ~ 
сравнительный 
(EPS2) 

2013 Heinrichs, N., 
Hess, D., Hom-
burg, C., Lorenz, 
M., & Sievers, S. 

США 800 1988-
2006 

RIM>DCF>DDM 

2022 Hermawan, A.  Индонезия 28 2021 DDM>сравнительны
й (балансовая стои-
мость Equity1) 
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2020 Harasheh, 
M., Amaduzzi, 
A., & Darwish, F. 

Пале-
стина 

31 2009
-2018 

DDM>RIM 

2016 Lehmann, C., 
& Alfredsson, A. 

Шве-
ция 

20 2009
-2014 

RIM>DDM>DCF 

Источник: анализ автора по материалам [Frensidy, Pelealu, Robiyanto, 2020; 
Heinrichs, 2013; Hermawan, 2022; Kicia, 2013; Lehmann, Alfredsson, 2016; Sutjipto, 
Setiawan, 2020; Wells  et al., 2008; Yulianto, Mulyantini, Arieftiara, 2021; Harasheh, 
Amaduzzi, Darwish, 2020; Ausloos M. 2020] 

1 Equity – собственный капитал. 
2 EPS – прибыль на акцию. 
 

Анализ данных, представленных в таблице, позволяет сделать вывод о том, 
что наибольшее количество публикаций, посвящённых подобным исследованиям, 
приходится на кризисные периоды или на предшествующие им временные отрез-
ки. Большая часть исследований была проведена в рамках развитых стран, таких 
как Австралия, Польша, США, Швеция и Великобритания. Меньшее количество 
исследований было проведено в развивающихся странах, таких как Индонезия и 
Палестина. 

В развитых странах модели остаточной прибыли продемонстрировали наи-
большую точность в оценке стоимости. Что касается моделей дисконтированных 
денежных потоков и дивидендов, то здесь не удалось выявить явного превосход-
ства одной из них. Также в этих странах было исследовано большее количество 
компаний. 

В развивающихся странах модель дисконтированных дивидендов показала 
наибольшую точность. Однако количество рассмотренных развивающихся стран 
невелико — Индонезия и Палестина. Модели, реализующие сравнительный под-
ход к оценке, показали наихудшую точность во всех случаях. 

Выводы 
Таким образом, результаты тестирования в контексте развитых стран позво-

ляют сделать вывод о том, что модель остаточной прибыли обладает наибольшей 
точностью. Однако это соотношение не применимо к развивающимся странам. 
Также стоит отметить, что количество исследований с обратным тестированием 
для развивающихся стран является недостаточным, что может стать потенциаль-
ным направлением для будущих исследований. 
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Аннотация: В статье обозначена ключевая роль человека в экономике, важ-

ность изучения человеко-ориентированной экономики. Автором отмечено, что 
структурном плане в рамках человеко-центричной экономики важное место отво-
дится сфере услуг. В результате оценки сферы услуг выявлено, что она демонст-
рирует низкие темпы развития. Автором предложены приоритетные направления 
развития сферы услуг для полноценного удовлетворения сервисных потребностей 
человека. 

Ключевые слова: сфера услуг, человеко-центричная экономика, сервисные 
потребности, человек. 

 
Введение: В настоящее время приоритеты развития современной экономики 

свидетельствуют о центральной роли в экономической системе человека. Человек 
с его объективно необходимыми потребностями становится ядром развития эко-
номики. В связи с этим формируется потребность в идентификации и исследова-
нии особого типа экономика – человеко-ориентированной экономики3.  

Рядом предыдущих публикаций автором преследуется цель – построение 
полноценной теории человеко-центричной экономики. Рассмотрим ключевые по-
ложения, которые имеют принципиальное значения для данной статьи. 

Человеко-ориентированная экономика направлена на удовлетворение объек-
тивно необходимых потребностей человека, сформулированных исходя из тройст-
венной природы человека (биологической, социальной, мыслительной природы). 
С эволюционной точки зрения данную экономику можно рассматривать как воз-
можность удовлетворять различные человеческие потребности, имеющие различ-
ные логические уровни в рамках человеко-ориентированной экономической сис-
темы [6]:  

− потребности организма как биологического существа;  
− потребности в материальных товарах;  
− потребности в услугах; 
− потребности в социальном взаимодействии; 
− потребности в информации;  
− потребности в цифровых продуктах;  
− потребности в творчестве;  

                                           
3 В контексте работы «человеко-ориентированная экономика», «человеко-центричная экономика» будут прини-
маться как синонимы. 
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− потребности в новых знаниях. 
Данное понимание феномена человеко-центричной экономики позволило 

определить ее структуру в виде природной, материальной сфер, сферы услуг, со-
циальной сферы, инфосферы, цифровой сферы, креатосферы и когнитивной сферы 
[5], в которой одно из ключевых мест отводится сфере услуг. 

Важность сферы услуг в экономической системе не вызывает сомнения [7, 
С. 288], поскольку она прочно вошла в жизнедеятельность современного человека. 
Среди основных услуг, оказываемых в данной сфере, можно выделить платные 
услуги населению, бытовые, коммунальные, транспортные, туристские услуги и 
др. 

Несмотря на важность и актуальность сферы услуг для человека, нами в ре-
зультате проведенной оценки по авторской методике [4] было выявлено, что сфера 
услуг человеко-ориентированной экономики развивается достаточно низкими 
темпами в Российской Федерации (рис. 1), лишь некоторые субъекты (г. Москва, 
Камчатский край, г. Санкт-Петербург, Республика Карелия и Мурманская область) 
демонстрируют опережающее развитие в данном направлении. Это подтверждает-
ся и различными исследованиями, что сфера услуг не имеет стабильного характе-
ра развития [3, С. 73]. 

 
Рис. 1. Уровень развития сферы услуг 

человеко-ориентированной экономики в субъектах РФ в 2022 г. 
Источник: составлено автором 
 
Соответственно, нами были выделены приоритетные направления развития 

сферы услуг, с целью ее прогрессивного развития и полноценного удовлетворения 
сервисных потребностей человека: 

− стимулирование создания новых сервисных организаций и поддержка 
действующих; 

− развитие материальной базы организаций сферы услуг [2]; 
− обеспечение профессиональными кадровыми ресурсами сферы услуг; 
− предоставление субсидий, грантов и прочих мер поддержки сервис-

ным организациям, оказывающим значимые для населения услуги; 
− привлечение частных инвестиций в сферу услуг; 
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− создание универсальных комплексов сервисного обслуживания насе-
ления [1]; 

− цифровизация сферы услуг; 
− разработка и внедрение новых видов услуг; 
− информационное сопровождение доступности сферы услуг; 
− создание механизмов эффективного воздействия сферы услуг со 

смежными сферами человеко-ориентированной экономики;  
− перенос акцента на формальный характер оказания услуг населению; 
− создание и реконструкция объектов транспортной инфраструктуры; 
− развитие придорожного сервиса и придорожной инфраструктуры; 
− развитие новых видов транспорта (электротранспорта, беспилотного 

транспорта);  
− создание интеллектуальной транспортной системы; 
− государственное финансирование и привлечение частных инвестиций 

на создание и реконструкцию объектов туристской инфраструктуры; 
− выделение субсидий на туристско-экскурсионные услуги с целью по-

вышения их доступности для различных слоев населения; 
− стимулирование развития различных видов туризма; 
− поддержка разработки и внедрения новых туристских продуктов; 
− повышение качества в сфере туризма и туристической деятельности; 
− развитие туристско-экскурсионных услуг в рамках получения образо-

вания, лечения и оздоровления населения, осуществления трудовой деятельности, 
удовлетворения культурных и творческих потребностей, проведения научных 
изысканий; 

− создание и развитие цифровых сервисов для формирования единой ту-
ристской сети на территории Российской Федерации (в том числе позволяющей 
выстраивать льготные маршруты при посещении в рамках одной поездки объектов 
туристской инфраструктуры в популярных и непопулярных субъектах РФ). 

Таким образом, следование указанным приоритетам, осуществление мер, 
указанных выше, будут способствовать продуктивному развитию сферы услуг с 
целью полноценного удовлетворения сервисных потребностей человека, что в ко-
нечном итоге приведет к прогрессивному развитию человеко-ориентированной 
экономики в целом. 
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Аннотация: Социальное предпринимательство в Намибии может улучшить 

качество жизни, решая ключевые социальные проблемы, такие как безработица, 
неравенство, бедность и нехватка базовых услуг. Развитие этого сектора способст-
вует формализации экономики, социальному включению и улучшению качества 
образования и здравоохранения. Внедрение гибридных бизнес-моделей и участие 
местных сообществ помогает решать эти проблемы и обеспечивает долгосрочные 
экономические и социальные выгоды для страны. 

Ключевые слова: социальное предпринимательство, ESG, Triple Bottom 
Line, Намибия, инклюзивность, экономический рост. 

 
Введение: Большинство глобальных проблем сегодня возникают в результа-

те дееспособности отраслей, основное внимание которых сосредоточено на эко-
номическом результате (или другом), без значительного учета интересов общества 
или окружающей среды. Именно по этой причине на протяжении многих лет раз-
давались призывы к возрождению социально ответственного поведения, то есть 
действий, приносящих пользу обществу и окружающей среде, даже если это не 
приносит прямой пользы человеку. Социально ответственное поведение основано 
на идее, что люди имеют моральное обязательство вносить вклад в благосостояние 
своего сообщества. Учёные разработали концепции ESG и Triple Bottom Line. ESG 
(окружающая среда, общество, управление) представляет собой набор критериев 
для оценки деятельности компании, помимо финансовых показателей, с целью 
публичной подотчетности. ESG-инвестирование учитывает экологические, соци-
альные и корпоративные аспекты в принятии решений. Концепция тройного кри-
терия, предложенная Джоном Элкингтоном, измеряет успех бизнеса в трех облас-
тях: экономической (прибыль), социальной (люди) и экологической. [1].  

В данной работе выдвигается следующая гипотеза: развитие социального 
предпринимательства, является ключевым условием повышения уровня жизни в 
Намибии. 

Социальное предпринимательство отличается от традиционного предпри-
нимательства своей основной целью — оказывать влияние на общество и предла-
гать новые и инновационные решения, которые охватывают большие и часто 
обездоленные слои населения. В отличие от благотворительных организаций со-
циальное предпринимательство не полагается исключительно на пожертвования. 
Социальным предпринимателям необходимо найти такую бизнес-модель, которая 
будет самодостаточной, несмотря на то, что им часто приходится помогать тем, 
кто меньше всего может за это заплатить, или работать в сфере, которая обычно не 
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является коммерчески привлекательной. По словам предпринимателя, Elzine 
Gawaxab-Mushambi, социальное предпринимательство в Намибии сталкивается с 
двумя ключевыми проблемами: недостатком механизмов поддержки и низкой за-
метностью его роли [2]. Хотя страна имеет высокий уровень дохода и богатые ре-
сурсы, она остается одной из самых неравноправных в мире. Безработица в Нами-
бии остается высокой десятилетиями. По данным «ООН-женщины» (2023), уро-
вень занятости среди 15–64-летних составляет 48,3%, причем у женщин (43,2%) 
он ниже, чем у мужчин (53,9%) [3]. Хотя безработица побуждает к предпринима-
тельству, в стране не хватает малых и средних предприятий с потенциалом роста, 
что указывает на недостаточную предпринимательскую подготовку безработных. 

Постоянный координатор ООН в Намибии Hopolang Phororo отметил, что 
почти 40% населения страны живет в неформальных поселениях без доступа к ба-
зовой инфраструктуре, таким как вода и санитария, в лачугах из гофрированного 
железа, известных как «серебряные дома» [4]. Неформальные поселенцы — это 
внутренние мигранты и молодежь, ищущие работу, доход и образование. Впо-
следствии большинство из них составляют неформальную рабочую силу. Сокра-
щение бедности и неравенства остается ключевым приоритетом Намибии и ча-
стью стратегии Vision 2030. Согласно отчету Всемирного банка, щедрая фискаль-
ная политика Намибии действительно сокращает бедность и неравенство, но ее 
влияние относительно скромное по сравнению с другими странами с высоким 
уровнем неравенства [5]. Большая часть расходов на образование направляется на 
операционный бюджет (95%, из которых значительная доля идет на заработную 
плату) по сравнению с 5%, выделяемыми на развитие. Качественные результаты 
остаются низкими, что выражается в высоком уровне отсева и высоком общем ко-
эффициенте охвата из-за частых повторных курсов [6]. Намибия ежегодно выде-
ляет почти 15% бюджета на здравоохранение, но ожидаемые результаты не дости-
гаются из-за неэффективности. Проблемы включают слабые бюджетные практики, 
некачественное программно-целевое бюджетирование, ограниченное участие ру-
ководителей программ, постатейное инкрементное бюджетирование и превыше-
ние утвержденных расходов [7].  

Из проблем, обсуждавшихся ранее, имеют место явные недостатки в 6 пока-
зателях качества жизни: материальные условия жизни – неформальные поселения, 
экономическое неравенство; производственная или основная деятельность – не-
формальный труд; здравоохранение – недостаточность инфраструктуры и ВИЧ; 
образование – высокий уровень отсева и высокий валовой коэффициент охвата из-
за большого количества второгодников; экономическая безопасность и физическая 
безопасность – Безработица;  управление и основные права – фискальная полити-
ка, бюджет и вопросы реализации [8]. Правительству Намибии сложно решать эти 
проблемы в одиночку, поэтому в данном исследовании рассматривается роль со-
циального предпринимательства в улучшении качества жизни. Важно создать бла-
гоприятную экосистему, где государственные программы и бизнес способствуют 
изменениям политики, развитию лидерства и обучению. 

Таким образом для повышения уровня жизни в Намибии необходимо разви-
тие социального предпринимательства в следующем контексте:  
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 обеспечение доступа к жизненно важным товарам и услугам, а также со-
циальная инклюзия и равенство как решения проблемы материальных условий 
жизни. Гибридные предприятия предоставляют доступные товары (чистая вода, 
здравоохранение, энергия) для бедных сообществ, например, Solar Sister в Африке 
[9]. Они используют рыночные методы для масштабирования и охвата широкой 
аудитории. Социальные предприятия способствуют устранению неравенства, по-
могая уязвимым группам выйти из бедности [10]. Они поддерживают женщин и 
молодежь, предоставляя возможности для трудоустройства и финансовой незави-
симости [11]. 

 социальное предпринимательство повышает показатель качества жизни 
«производственная или основная деятельность» через: формализацию экономики 
– перевод неформальной занятости в официальную, обеспечение соцгарантий [12]; 
развитие стартапов и МСП – поддержка бизнеса, решающего социальные пробле-
мы, стимулирует экономический рост [13]; обучение неформальных работников – 
повышение компетенций для перехода в формальный сектор [14];  

 социальное развитие как решение проблем здравоохранения. Гибридные 
предприятия вовлекают местных лидеров, что способствует развитию сообщества. 
Программы в области здравоохранения и образования сокращают неравенство, 
например, One Acre Fund помогает фермерам увеличивать урожайность [15]. 

 эффективное управление средствами и фискальным пространством как 
способы повышения показателя качества образования. Социальные предприятия 
помогают в использовании средств для специальных образовательных программ, 
что повышает качество обучения [16]. Предпринимательские инициативы создают 
ресурсы для закупки учебных материалов и оборудования, улучшая образователь-
ные условия [17]. Программы раннего образования и квалифицированные педаго-
ги помогают снизить уровень отсева, особенно в сельских районах [18]. 

 расширение рабочих мест укрепляет экономическую безопасность. Со-
циальные предприятия помогают молодежи трудоустроиться и развивать навыки, 
снижая безработицу и способствуя росту [19]. Высокий уровень социального 
предпринимательства увеличивает занятость среди уязвимых групп [20].  

 бизнес-адвокация влияет на фискальную политику и реализацию бюдже-
та, улучшая показатель «управления и основных прав». Эффективное распределе-
ние ресурсов и консолидация социальных программ повышают эффективность 
расходов, снижая бедность и неравенство [21]. Пример – Фонд Тони Элемелу, 
поддерживающий африканских предпринимателей финансированием и обучени-
ем. Это создало 400 000 рабочих мест и принесло 2,3 млрд долларов дохода, спо-
собствуя снижению бедности и неравенства [22]. 

Таким образом, развитие социального предпринимательства в Намибии мо-
жет стать важным инструментом для преодоления экономических и социальных 
проблем, улучшения качества жизни населения. 
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Аннотация:данная работа посвящена изучению вопросов деятельности  
участников и механизмов функционирования современного финансового рынка. 
Основное внимание уделено ролям инвесторов, эмитентов, финансовых посредни-
ков и регуляторов, а также их взаимодействию в рамках экосистемы современного 
финансового рынка. Рассматриваются разнообразие финансовых инструментов, 
таких как акции, облигации, деривативы и валюты, и их влияние на ликвидность и 
ценность активов. Подчеркивается важность анализа макроэкономических показа-
телей и цикличности рынка для прогнозирования изменений в спросе и предложе-
нии, а также для принятия эффективных инвестиционных решений. Статья также 
затрагивает вопросы влияния технологий на динамику рынка и управления риска-
ми.  

Ключевые слова: финансовый рынок, технологии, макроэкономические 
факторы, циклические колебания, инвестиционные стратегии.  

Введение: Актуальность исследования заключается в том, что изучение ро-
ли участников финансового рынка позволяет ознакомиться с сущностью их дея-
тельности и внесением вклада в работу по организации и деятельности финансо-
вого рынка, в современном мире. 

Задачи исследования: 
- ознакомление с категорией финансовый рынок; 
- изучение особенностей его функционирования; 
- рассмотрение деятельности участников финансового рынка, особенностей 

их функционирования, риска и доходности от их деятельности. 
Финансовый рынок представляет собой сложную экосистему, состоящую из 

различных участников, каждый из которых играет свою уникальную роль. Основ-
ными категориями участников являются инвесторы, эмитенты, финансовые по-
средники и регуляторы. 

Инвесторы, включая индивидуальных и институциональных, ищут возмож-
ности для получения дохода через приобретение активов. Эмитенты, такие как 
компании и государства, выпускают ценные бумаги для привлечения капитала. 
Финансовые посредники, включая банки и инвестиционные фонды, обеспечивают 
взаимодействие между инвесторами и эмитентами, а также управляют активами. 
Они играют ключевую роль в оценке рисков и ликвидности[1]. 
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Регуляторы, такие как центральные банки и финансовые комиссии, следят за 
соблюдением законов и обеспечивают стабильность рынка, защищая интересы ин-
весторов и поддерживая финансовую дисциплину. 

Каждый из этих участников влияет на динамику финансового рынка, спо-
собствуя его развитию и обеспечивая эффективное перераспределение ресурсов. В 
результате взаимодействия всех составляющих формируется комплексная и дина-
мичная финансовая среда. 

Финансовые рынки также характеризуются разнообразием инструментов, 
таких как акции, облигации, деривативы и валюты. Каждый из этих инструментов 
имеет свои особенности и предназначение. Например, акции предоставляют инве-
сторам право на долю в компании, тогда как облигации представляют собой дол-
говые обязательства, обеспечивая фиксированный доход. Деривативы, в свою оче-
редь, используются для хеджирования рисков или спекулятивной торговли. 

Кроме того, важную роль на финансовом рынке играют ликвидность и цен-
ность активов. Ликвидные рынки позволяют быстро покупать и продавать активы 
без значительных потерь в ценности, что является важным фактором для инвесто-
ров. Ценностные бумаги, в свою очередь, оцениваются на основе спроса и пред-
ложения, и их цены могут колебаться в зависимости от экономических условий. 

Существование различных участников и инструментов создает множество 
возможностей для получения прибыли, но также и повышает уровень риска. Инве-
сторы должны тщательно анализировать рынок, учитывать факторы, влияющие на 
его динамику, и принимать обоснованные решения для минимизации потерь. 

Важным аспектом финансового рынка является его цикличность и подвер-
женность внешним воздействиям. Экономические данные, политические события 
и изменения в регуляторной политике могут существенно влиять на рыночные на-
строения и динамику цен. Например, новости о росте инфляции или изменении 
процентных ставок со стороны центрального банка могут вызвать значительные 
колебания в ценах активов и изменить стратегии инвесторов. 

Анализ рисков становится ключевым элементом успешной инвестиционной 
стратегии. Участники финансового рынка используют различные методы, такие 
как технический и фундаментальный анализ, чтобы оценить текущие и будущие 
тенденции. Это позволяет им принимать более обоснованные решения и миними-
зировать потенциальные потери. 

Современные технологии  сегодня оказывают значительное влияние на фи-
нансовые рынки. Финансовые платформы и алгоритмическая торговля позволяют 
участникам рынка более эффективно взаимодействовать и ускоряют процесс за-
ключения сделок. В результате, рынок становится более динамичным, но также и 
более подверженным высокочастотной торговле и спекуляциям. 

Понимание циклов финансового рынка тесно связано с анализом макроэко-
номических показателей. Участники рынка внимательно отслеживают такие дан-
ные, как уровень безработицы, валовой внутренний продукт и потребительские 
цены. Эти показатели помогают прогнозировать потенциальные изменения в 
спросе и предложении на рынке, что, в свою очередь, влияет на стоимость акти-
вов. Важно учитывать, что цикличность рынка может варьироваться в зависимо-
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сти от сектора экономики, что создает дополнительные возможности для дивер-
сификации портфеля. 

Инвесторы все чаще обращаются к инструментам, таким как деривативы и 
товарные рынки, чтобы защитить свои активы от волатильности. Такое стратеги-
ческое мышление стало необходимым условием для успешного управления порт-
фелем. 

Современный финансовый рынок также стал местом активного использова-
ния искусственного интеллекта и машинного обучения. Эти технологии позволя-
ют анализировать огромные объемы данных в реальном времени, создавая новые 
модели прогнозирования и улучшая точность инвестиционных решений. Интегра-
ция таких решений в торговые стратегии открывает новые горизонты для участ-
ников, позволяя им более эффективно адаптироваться к быстро меняющемуся ок-
ружению[2]. 

Еще одним важным фактором, влияющим на циклы финансового рынка, яв-
ляется демографический тренд. Старение населения в развитых странах и рост 
численности трудоспособного населения в развивающихся экономиках создают 
уникальные возможности и вызовы для инвесторов. Пенсионные фонды и страхо-
вые компании вынуждены искать новые способы обеспечения долгосрочной до-
ходности своих активов, что стимулирует разработку инновационных финансовых 
инструментов и стратегий. 

Технологические достижения также играют значительную роль в формиро-
вании циклов финансового рынка. Развитиетехнологий распределённого учёта, 
криптовалют и цифровых активов меняет традиционные представления о деньгах 
и финансах. Новые формы платежей и инвестиций становятся доступны широко-
му кругу людей, что приводит к изменению структуры спроса и предложения на 
рынке. Кроме того, компания цифровых финансовых технологий активно внедря-
ют автоматизированные платформы для управления личными финансами, предла-
гая пользователям удобные и доступные решения для инвестирования и сбереже-
ний. 

Таким образом, участники финансового рынка сталкиваются с множеством 
вызовов и возможностей, обусловленных различными факторами, начиная от мак-
роэкономических показателей и заканчивая технологическими новшествами. Что-
бы успешно управлять своими активами в такой среде, инвесторы должны посто-
янно обновлять свои знания и навыки, адаптируя свои стратегии к новым услови-
ям. 

Также стоит обратить внимание на то, что циклические колебания финансо-
вого рынка могут зависеть от сезонных факторов. Например, в определенные ме-
сяцы года некоторые секторы экономики традиционно демонстрируют повышен-
ную активность, что отражается на стоимости соответствующих активов. Такие 
сезонные эффекты особенно заметны в аграрном секторе, розничной торговле и 
туризме. 

Наконец, стоит упомянуть о важности этического аспекта в работе на фи-
нансовом рынке. Недобросовестные практики, такие как инсайдерская торговля и 
манипуляция рынком, наносят ущерб всем участникам и подрывают доверие к 
системе в целом. Поэтому регуляторы продолжают ужесточать контроль за со-
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блюдением правил и норм поведения на рынке, вводя новые санкции и меры нака-
зания для нарушителей. 

Можно сказать, что успешное участие в финансовом рынке требует глубоко-
го понимания макроэкономических процессов, владения современными техноло-
гиями и следования высоким этическим стандартам. Только такой комплексный 
подход позволит инвестору достичь стабильных и долгосрочных результатов в ус-
ловиях высокой волатильности и неопределенности. 

Несмотря на технологические достижения, человеческий фактор по-
прежнему играет важную роль в процессе принятия инвестиционных решений. 
Эмоции, интуиция и опыт специалистов могут существенно повлиять на выбор ак-
тивов и параметры сделок. Поэтому многие участники рынка стремятся к гармо-
ничному сочетанию технологии и человеческого разума в своих подходах [3]. 

Кроме того, важность сетевого взаимодействия среди профессионалов фи-
нансового рынка нельзя недооценивать. Обмен знаниями и опытом создает новые 
возможности для развития и повышения общей компетенции участников. Созда-
ние сообществ и участие в профессиональных конференциях способствуют не 
только обучению, но и расширению деловых контактов, что имеет неоценимое 
значение в условиях нестабильности. 

Еще одной важной составляющей успеха на финансовом рынке является 
умение правильно оценивать и управлять рисками. В условиях высокой волатиль-
ности и непредсказуемости событий, связанных с геополитикой, пандемиями или 
природными катастрофами, грамотное распределение активов становится крити-
чески значимым. Хеджирование позиций с помощью производных финансовых 
инструментов, таких как опционы и фьючерсы, позволяет уменьшить воздействие 
неблагоприятных колебаний цен на активы. 

Необходимо помнить о роли образовательных программ и постоянного са-
моразвития. Современный финансовый рынок характеризуется быстрым развити-
ем и внедрением новых технологий, методов анализа и стратегий. Профессио-
нальные участники рынка регулярно проходят обучение, посещают семинары и 
вебинары, читают специализированную литературу, чтобы оставаться в курсе по-
следних тенденций и нововведений. Без этих знаний сложно рассчитывать на ус-
пех в долгосрочной перспективе. 

Не менее важна готовность к адаптации и быстрому реагированию на изме-
нения рыночной среды. Инвестиционный ландшафт меняется очень быстро, и те, 
кто способен оперативно перестраиваться и использовать новые возможности, 
имеют больше шансов на успех. Гибкость мышления и способность к инновациям 
стали ключевыми качествами для успешных игроков на финансовом рынке [4]. 

Таким образом, организация деятельности на современном финансовом 
рынке требует сочетания глубоких теоретических знаний, практического опыта, 
умения работать с новыми технологиями и готовности к постоянному развитию. 
Только тот, кто готов непрерывно учиться, адаптироваться и сотрудничать с дру-
гими профессионалами, сможет добиться стабильных и высоких результатов в 
этой сфере. 
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Введение: Южное побережье нашей страны уже с давних времен интересует 

путешественников с точки зрения того, что там существуют уникальные природ-
ные, а также культурные достопримечательности. Возникают возможности для то-
го, чтобы осуществлялось оздоровление и поддерживался отдых в таком регионе, 
который существует внутри объединения климатических зон. Можно наблюдать, 
что оздоровительный и активный туризм, а также другие виды и направления от-
дыха развиваются, туристическая индустрия совершенствуется. 

В ходе оценок туристического потенциала необходимо учитывать ключевые 
характеристики, которые будут оказывать влияние на привлекательность региона, 
уровень сервиса, имиджевые характеристики, ресурсный потенциал.  

Анализ показывает, что рост ресурсоэффективности весьма важен с точки 
зрения улучшения показателей управления туристических организаций. В таких 
случаях необходимо обращать внимание на следующие характеристики: 

-на практике используются результаты мониторинга для того, чтобы совер-
шенствовать управленческие решения, в том числе – с привлечением оптимизаци-
онных подходов. 

-в доходных частях бюджета учитывается их влияние на показатели приори-
тетности развития. 

-основные виды деятельности опираются лишь на доходную компоненту. 
-внебюджетные источники в ходе финансирования составляют большую 

часть. 
Для того, чтобы рассмотреть проблемы развития туристических организаций 

на южном побережье нашей страны следует опираться на комбинированный под-
ход, в который будут входить методики моделирования, оптимизации, экспертные 
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подходы. Это связано с тем, что на настоящий момент нет окончательным образом 
разработанных универсальных подходов [1]. Не всегда полноценным образом 
учитываются данные информационных мониторингов. То есть, важно проблем-
ным образом ориентироваться на теоретическую основу класса туристических 
объектов. В множестве туристических организаций выделяется управляющий 
центр. Предлагается для того чтобы уменьшать затраты и увеличивать доходы, в 
ходе управления процессами ресурсоэффективности [2] применять два контура. 
Это целесообразно в связи с тем, что с точки зрения затратов и доходов будут раз-
ные управляющие воздействия, поскольку изначально формируются две цели.  

На эти цели будут оказывать влияние различные факторы, которые между 
собой сложным образом связаны. В некоторых случаях при анализе предыстории 
развития, а также логических умозаключений, можно опираться экспертные под-
ходы. Но они не всегда могут дать с точки зрения интегральных показателей ре-
сурсоэффективности полную картину. Это ведет к тому, что управленческие ре-
шения могут быть неоптимальными, то есть возрастают риски их неправильного 
принятия. 

Управленческий процесс в туристической организации может быть улуч-
шен. Это может быть обеспечено за счет использования дополнительно двух кон-
туров управления. За счет них администрация в системе сможет реализовывать 
интеллектуальную поддержку решений (рис. 1). 

За счет того, что рейтинговая информация и данные мониторинга сопостав-
ляются, возникают возможности для того, чтобы реализовывать интеллектуальные 
подходы. Для мониторинга характеристик эффективности ведется рассмотрение 
нескольких календарных периодов. Но при этом происходит рейтинговое оцени-
вание туристических организаций. Когда строится оптимизационная модель необ-
ходимо опираться на зависимость, в рамках которой вычисляются оценки ресур-
соэффективности по указанному горизонту перспективного планирования с уче-
том соответствующих значений объемов затрат, на основе которых происходит 
рост доходов. 

Управленческое решение является оптимальным. Реализуется процесс  
сравнения рейтинга туристической компании и рейтинговых оценок работы по 
другим компаний за счет позиционирования по рейтинговым шкалам. 

Вывод. Использование разработанной системы дает возможности для повы-
шения эффективности работы туристической компании. Система может быть до-
полнена дополнительными модулями. 
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Рисунок 1 – Система управления туристической организацией 
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Введение: Запуск программ наставничества обоснован необходимостью 

реализации национального проекта «Образование», в рамках которого к 2024 г. не 
менее 70% обучающихся и педагогических работников образовательных органи-
заций должны быть вовлечены в различные формы сопровождения и наставниче-
ства. В настоящее время тема наставничества в образовании является одной из 
центральных в нацпроекте «Образование».  

Потребность возрождения института наставничества породила ряд общест-
венных инициатив, в том числе региональных, таких как «Объединение наставни-
ков», «Национальный ресурсный центр наставничества», «Союз Наставников Рос-
сии». Сформировалось общее понимание того, что система наставничества может 
стать инструментом повышения качества образования, механизмом создания эф-
фективных социальных лифтов, одним из катализаторов для «технологического 
рывка» российской экономики. 

В научной литературе широко представлены исследования отдельных аспек-
тов наставничества. Его сущностные характеристики глубоко изучаются отечест-
венными учёными в образовании и в педагогической науке. Типология подходов к 
определению наставничества весьма обширна - от кадровой технологии, обеспе-
чивающей передачу посредством планомерной работы знаний, навыков и устано-
вок от более опытного сотрудника - менее опытному до части корпоративной 
культуры всех инновационных компаний; среда, в которой накапливаются и пере-
даются знания, навыки, опыт и успешные модели поведения. В данной статье мы 
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обратим внимание на наставничество как на инструмент адаптации обучающихся 
на первом курсе ВУЗа. 

Ступени общего и высшего образования в России существенно отличаются 
друг от друга, что может вызвать тревогу и заблуждение у студентов первого кур-
са. Резкое снижение контроля со стороны преподавателей, возрастание ответст-
венности и ожиданий от индивидуума, увеличение объемов изучаемого материала, 
необходимость осваиваться в новой социальной группе – всё это лишь часть отли-
чий, которые в корне меняют жизнь бывшего ученика школы и нынешнего сту-
дента. Неспособность вовремя обосноваться в новой учебной среде и адаптиро-
ваться к социальному и учебному укладу в высшем заведении, а также отсутствие 
навыка построения продуктивного распределения времени неизбежно ведет к па-
дению академического успеха учащегося со всеми негативными последствиями. 
Помимо этого, в период студенческой жизни особенно важны и другие бытовые 
навыки: многим студентам, покидающим родительский дом для обучения в вузе, 
необходимо научиться распоряжаться финансами, а также в некоторых случаях 
ориентироваться в незнакомом городе или даже стране.  

В основе деятельности наставника лежит восполнение того или иного обра-
зовательного дефицита сопровождаемого. В этом отношении деятельность на-
ставника близка педагогической поддержке. По мнению ряда авторов, суть педа-
гогической поддержки состоит в том, чтобы оказать помощь человеку в преодоле-
нии тех или иных внешних барьеров, которые самостоятельно он не способен пре-
одолеть. В качестве внешнего барьера может выступать дефицит ресурсов для 
реализации собственных инициатив, отсутствие организационных или иных меха-
низмов. Однако во всех случаях внешний барьер является вторичным относитель-
но внутренней неготовности сопровождаемого самостоятельно преодолеть этот 
барьер. Такая неготовность и названа «образовательным дефицитом». Когда внут-
ренний образовательный дефицит будет восполнен, сопровождаемый будет само-
стоятельно преодолевать внешние препятствия.  

Наставник оказывает педагогическое воздействие на базовые процессы раз-
вития не непосредственно, а через вовлечение сопровождаемого в ту или иную 
деятельность, с последующей организацией ее обсуждения и осмысления полу-
ченного опыта. Соответственно, значимыми методами работы наставника являют-
ся организация деятельности сопровождаемого и совместное обсуждение.  

Помощь в процессе адаптации к новой учебной среде студентов первого 
курса ВУЗа может быть представлена в виде взаимодействия и поддержки по од-
ной или нескольким схемам «студен старших курсов – студент первого курса», 
«наставник (куратор) – студент первого курса» и «наставник (представитель ад-
министрации ВУЗа – советник по направлению деятельности) – студент первого 
курса», «наставник (педагог-психолог, социальный педагог и т. п.) – студент пер-
вого курса».  

В фокусе внимания наставника находятся:  
- базовые процессы личностного развития, социализации, самоопределения, 

идентификации, адаптации сопровождаемого в социальной и образовательной 
среде; 
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- создание условий для проявления закономерностей успешной коммуника-
ции; 

- создание условий для развития рефлексивного мышления; 
- система социальных отношений сопровождаемого, в которые он включен в 

контексте своей деятельности.  
Как показывает практика, ряд ВУЗов РФ имеют позитивный опыт внедрения 

программ наставничества. Например, адаптационная программа «Погружение» в 
НИТУ МИСиС; Центр поддержки одарённых детей, базовых школ РАН и феде-
ральной инновационной площадки в Саратовском национальном исследователь-
ском государственном университете имени Н.Г. Чернышевского; Психологическая 
служба для социальной адаптации в Российском государственном гуманитарном 
университете; Центр тьюторского сопровождения студентов первого курса  в Тю-
менском государственном университете и др. И, тем не менее, не смотря на мно-
гообразие форм и направлений реализации программ наставничества в ВУЗе, в 
первую очередь, адаптационное наставничество реализуется через функцию кура-
тора учебной группы.  

Опираясь на опыт работы ФГБОУ ВО «Керченский государственный мор-
ской государственный университет» цели проведения кураторской работы в ВУЗе 
направлены на:  

- обеспечение единства учебного, научного и воспитательного процессов;  
- организацию воспитательной работы со студентами в академической груп-

пе по основным направлениям (гражданско-правовое воспитание и профилактика 
правонарушений, интеллектуальное воспитание, трудовое воспитание, формиро-
вание здоровьесберегающей среды и здорового образа жизни, организация сани-
тарно-эпидемиологических мероприятий, патриотическое воспитание, художест-
венно-эстетическое воспитание, экологическое воспитание, духовно-нравственное 
воспитание, развитие системы студенческого самоуправления и социального 
партнёрства;  

- оказание помощи в достижении высокого уровня личностной и профессио-
нальной культуры;  

- воспитание в лучших корпоративных традициях;  
- создание студенческого коллектива, способного работать в дальнейшем на 

принципах самоуправления. 
Формы проведения кураторской работы: лекции, беседы, дискуссии, кура-

торские часы;  индивидуальная работа со студентами; анализ журнала успеваемо-
сти и посещений студентов; беседы с ведущими преподавателями;  налаживание 
контактов с родителями студентов; работа с личными делами студентов; органи-
зация экскурсий, походов, посещение музеев, выставок, концертов; содействие в 
решении проблем студенческого самоуправления; проведение проверок в обще-
житии; подготовка студентов к участию в творческих мероприятиях, спортивных 
состязаниях; участие в общественно-полезных работах; подготовка информацион-
ных стендов (стенгазеты, реклама и пр.); создание и регулярное обновление ин-
формации в уголке группы.  

Успешная адаптация первокурсника базируется на следующих основопола-
гающих принципах, лежащих в основе воспитательной дельности куратора:  
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- доверительность отношений преподавателей и студентов, основанных на 

педагогике сотрудничества;  
- конструктивность общения, корректность, соблюдение этических норм;  
- организованность, ответственность, дисциплина, ответственный подход к 

принятию решений;  
- терпимость к мнениям других людей, учет их интересов;  
- индивидуальный подход с учетом способностей и возможностей каждого 

студента.  
 Существует мнение, что в высшей школе наставническая деятельность 

носит больше формальный характер, где к основной работе преподавателя в на-
грузку добавляется работа куратора как шефство над группой первокурсников. 
Основная задача куратора сводится к знакомству с внутренним распорядком ВУ-
За, с упором на организационно-контрольные мероприятия. Однако, неформаль-
ная форма наставничества имеет место быть и реализуется на добровольных нача-
лах через передачу знаний, опыта и оказания социально-психологической под-
держки. В данном случае, для установления доверительных отношений необходи-
мы такие компетенции у наставника как достаточный уровень эмоционального 
интеллекта, коммуникабельность и личная заинтересованность. То есть современ-
ный педагог объединяет в себе не только набор профессиональных качеств, но и 
чувство ответственности за воспитание подрастающего поколения, навыки ком-
муникации, гибкость в общении, организаторские способности. 

Современное высшее образование претерпевает изменения коренным обра-
зом с перестройкой самой образовательной парадигмы. Неизменным остается по-
вышение качества образования и его востребованность. Ориентация на раскрытие 
интеллектуального потенциала человека дает запрос на формировании экономики 
знаний, в таких условиях становится очевидным ставка на качество человеческих 
ресурсов и, соответственно, использование нематериальных активов. Внедрение 
программ наставничества в ВУЗах поможет более плавному переходу студента из 
одного уровня образования на более высокий, тем самым стимулировать его к раз-
витию своих лучших качеств в плане профессионального роста и личностного 
развития. 
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Аннотация: в данной статье рассматривается роль внедрения инструментов 
и принципов бережливого производства на предприятиях. Цель данного исследо-
вания – изучение основных инструментов рассматриваемой концепции. Бережли-
вое производство – это философия непрерывных улучшений, направленная на со-
кращение всех видов потерь, а также повышение уровня эффективности предпри-
ятия за счёт таких методов, как система «5С», «SMED» и т.д. Актуальность темы 
обусловлена высоким уровнем конкуренции на рынке, а также непрерывно расту-
щими потребностями потребителей. 

Ключевые слова: производительность, эффективность, система «5С», 
«кайдзен», экономический рост, предприятие. 

 
Введение: В современном мире происходит непрерывное развитие всех 

сфер общественной жизни. Человечество, находясь на стадии перехода в постин-
дустриальное общество, должно адаптироваться под новые условия жизнедея-
тельности. Изменения затрагивают в том числе экономическую сферу деятельно-
сти. Повышение уровня конкуренции на рынке, а также непрерывно растущие по-
требности потребителей и ограниченные ресурсы так или иначе требуют от пред-
приятий высокого уровня адаптивности, эффективности, производительности, что 
обеспечит им стабильное развитие. Бизнес-процессы современных предприятий 
должны формировать высокое качество товаров и услуг, что особо важно для по-
тенциальных покупателей. Высокие запросы потребителей и новые условия хо-
зяйствования вынуждают предприятия внедрять уникальные методы производст-
венной системы, которые особенно важно сегодня также рассматривать с точки 
зрения внедрения бережливого производства. Инструменты бережливого произ-
водства становятся источником создания новых и эффективных методов управле-
ния производственными процессами, что непосредственно способствует повыше-
нию производительности, уменьшению затрат и устойчивому развитию предпри-
ятия. 

Актуальность рассматриваемой темы обусловлена следующими факторами: 
1) повышение уровня конкурентоспособности предприятий (именно инструменты 
бережливого производства играют положительную роль в оптимизации бизнес-
процессов, что способствует улучшению качества товаров); 2) сокращение произ-
водственных затрат (благодаря внедрению на производстве инструментов береж-
ливого производства  происходит устранение всех видов потерь, что так или иначе 
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способствует сокращению издержек); 3) устойчивое развитие (сейчас пристальное 
внимание уделяется рациональному использованию ресурсов ввиду обострения 
глобальных проблем, поэтому снижение негативного воздействия на окружающую 
среду становится важным аспектом деятельности современных предприятий, в 
чем важна роль инструментов бережливого производства); 4) новые технологии и 
инновации (применение инструментов бережливого производства в деятельности 
предприятий способствует распространению культуры непрерывных улучшений, 
связанных с внедрением инновационных технологий) и т.п. Целью данной статьи 
является рассмотрение роли основных инструментов бережливого производства в 
деятельности предприятий для их эффективного развития [1]. 

Основателями концепции бережливого производства принято считать деяте-
лей компании «Toyota Motor Corporation». Первым из таких деятелей является Са-
кити Тоеда – японский изобретатель, который создал предприятие по автоматиче-
скому производству ткацких станков. Сакити на первый план выводил качество 
продукции: его компания создала такую модель оборудования, при которой во 
время производственного процесса происходила автоматическая остановка обору-
дования, если выявлялись малейшие дефекты или отклонения в работе. Это стало 
одним из залогов качества продукции, а также сокращении времени при переделке 
продукции. Как нам известно, бережливое производство как раз основано на со-
кращении всех видов потерь во время производства. Время – одна из важных кате-
горий при производстве товаров или услуг, поэтому его сокращение или увеличе-
ние так или иначе отражается на бизнес-процессах [2]. 

Бережливое производство (Lean Manufacturing) – это концепция реализации 
бизнес-процессов, основанная на достижении требований и ценностей потребите-
лей, а также сокращении всех видов производственных потерь. Основной целью 
данной концепции является формирование наиболее эффективных производст-
венных процессов, позволяющих создавать товары и услуги с максимальной при-
былью и минимальными потерями. Бережливое производство – это создание по-
тока ценности для потребителя, вовлечение персонала предприятия в постоянные 
улучшения. Также создателем концепции бережливого производства принято счи-
тать известного японского бизнесмена, Тайити Оно. Он считал, что в основе фи-
лософии бережливого производства лежит устранение или нейтрализация всех ви-
дов производственных потерь. Также Тайити Оно подчёркивал значимость ценно-
сти для потребителя, то есть полезность тех или иных товаров и услуг, приобре-
таемых потребителем [3]. 

К принципам бережливого производства относятся: 1) определение ценно-
сти товара или услуги (ценность представляет из себя удовлетворяющую в полной 
мере за определённую цену и в конкретный период времени потребность в про-
дукции; реализация «ненужного» товара, то есть, не представляющего ценность 
для потребителя, считается производственной потерей); 2) разделение потока соз-
данной для потребителя ценности (этот принцип выражается в выборе предпри-
ятием пути с момента создания и до доведения продукции конечному потребите-
лю); 3) использование техники «вытягивание продукта» (подход, при котором 
производство и поставка товаров происходят на основе реального спроса, а не 
прогнозов. Это означает, что продукция производится только тогда, когда на неё 
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есть непосредственный заказ или потребность, что помогает избежать перепроиз-
водства и избыточных запасов. Концепция бережливого производства предполага-
ет применение различных инструментов, повышающих уровень эффективности и 
производительности предприятий, что обеспечивает устойчивое развитие органи-
зации [4]. 

Например, система «5С» в бережливом производстве является методом эф-
фективной организации рабочего пространства. Чёткая организация рабочей зоны 
позволяет увеличить производительность труда сотрудников, а также сократить 
время на поиск определённых предметов труда. Данная система включает в себя 5 
этапов: 1) сортировка (распределение предметов труда на «нужные» и «ненуж-
ные»; 2) систематизация (расположение предметов труда на «своём» месте); 3) 
сияние (поддержание чистоты рабочего пространства ); 4) стандартизация (созда-
ние определённых стандартов упорядочения рабочего пространства для сотрудни-
ков организации); 5) совершенствование (данный этап предполагает непрерывные 
улучшения и вовлечение каждого сотрудника в процесс рациональной организа-
ции рабочего пространства). Именно система «5С» позволяет улучшить произво-
дительность труда, увеличить уровень безопасности различных производственных 
помещений [5].  

Следующий метод развития потенциала предприятия в рамках бережливого 
производства – «кайдзен». Это концепция непрерывных улучшений производст-
венных процессов и продукции предприятия. Данный инструмент предполагает 
минимизацию всех возможных потерь (или же «Муда»). К этим потерям относят-
ся: перепроизводство; лишняя транспортировка продукции; простои; избыток за-
пасов продукции; производственный брак; ненужные этапы обработки продукции 
и т.п. Сокращение этих видов потерь так или иначе влияет на производительность 
и временные ресурсы предприятия [6]. 

 Ещё одним основным инструментом бережливого производства считается 
система «SMED» – это метод, направленный на уменьшение времени переналадки 
производственного оборудования в бизнес-процессах. Основной целью данного 
инструмента является сокращение времени, которое необходимо для перехода от 
одной продукции к другой. К методам «SMED» относятся: разделение производ-
ственных операций на внутренние и внешние (внутренние операции – выполняю-
щиеся только в том случае, когда оборудование остановлено; внешние – выпол-
няющиеся только в том случае, когда оборудование работает); перенос внутрен-
них операций на внешние (таким образом можно избежать простоев в производст-
ве, что является одной из важных производственных потерь); оптимизация произ-
водственных операций. Система «SMED» позволяет уменьшить время производ-
ственных простоев, а также повысить эффективность производства [7]. 

Таким образом, применение инструментов бережливого производства на 
предприятии – это важный фактор устойчивого развития, направленного на уве-
личение производительности и эффективности, сокращение времени производст-
ва, повышение безопасности рабочих пространств, а также улучшение конкурент-
ных преимуществ, что особенно актуально в условиях непрерывно растущих по-
требностей и ограниченных ресурсов. 
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Аннотация: Эффективность использования финансовых ресурсов 
предприятия и стабильность его финансового состояния зависят от его дело-
вой активности. Основными показателями которой являются в частности вы-
ручка от реализации продукции (работ, услуг), прибыль, показатели обора-
чиваемости активов и капитала. Поэтому анализ и диагностика финансовой 
составляющей системы безопасности предприятия судоремонта могут быть 
сосредоточены на исследовании оборачиваемости и использовании активов и 
капитала. 

Ключевые слова: финансовая составляющая системы экономической 
безопасности, деловая активность, оборачиваемость, диагностика, факторы.  

 
Введение: В условиях рыночных процессов от финансовой состав-

ляющей системы экономической безопасности предприятия зависят все про-
текающие финансовые отношения как внутри, так и вне предприятия, непо-
средственно стабильность его функционирования в целом, финансовое раз-
витие, а также деловая активность на отраслевом рынке [4]. 

Результатом обеспечения системы экономической безопасности пред-
приятия выступают стабильность его функционирования и прибыльность 
финансово-хозяйственной деятельности. При этом, относительные показате-
ли прибыльности (рентабельности) наиболее полно характеризуют деятель-
ность предприятия, оценивая её эффективность, а также являются оценочны-
ми коэффициентами в частности в инвестиционной политике и политике це-
нообразования предприятия [3]. 

Функциональная финансовая составляющая как структурный элемент 
системы экономической безопасности предприятия характеризуется, способ-
ностью поддерживать динамическое финансовое равновесие, в условиях 
внутренних противоречий и изменений внешней среды, сложности взаимо-
связей факторов внешней и внутренней среды, переносить непредвиденные  
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Таблица 1 - Анализ динамики оборачиваемости оборотных активов и влияния факторов на результат от изменения 

оборачиваемости по предприятию ООО «СК»Надежда» за 2021 – 2023 гг..* 
Показатель 2021 г. 2022 г. 2023 г. Абсолютное отклонение (+,-) Относительное отклонение, % 

2023 г от 
2022 г. 

2022 г. от 
2021 г. 

2023 г. от 
2021 г. 

2023 г от 
2022 г. 

2022 г. от 
2021 г. 

2023 г. от 
2021 г. 

Выручка, тыс. руб. 52697 40489 112373 71884 -12208 59676 177,54 -23,17 113,24 
Среднегодовая стоимость оборотных активов, 
тыс. руб. 

21709,5 16637 27962 11325 -5072,5 6252,5 68,07 -23,37 28,80 

Коэффициент оборачиваемости оборотных ак-
тивов, в оборотах 

2,4274 2,4337 4,0188 1,5851 0,0063 1,5914 65,132 0,260 65,561 

Коэффициент закрепления  0,4120 0,4109 0,2488 -0,1621 -0,0011 -0,1631 -39,4425 -0,2589 -39,5993 
Продолжительность одного оборота всех обо-
ротных активов, дни 

148,31 147,92 89,58 -58,35 -0,38 -58,73 -39,44 -0,26 -39,60 

Однодневный оборот, тыс. руб.  146,38 112,47 312,15 199,68 -33,91 165,77 177,54 -23,17 113,24 
Ускорение (замедление) оборачиваемости, дней -58,35 -0,38 -58,73    
влияние факторов: 
за счет изменения среднегодовой стоимости оборотных активов 100,69 -34,65 42,71    

за счет изменения выручки  -159,04 34,27 -101,44    
Сумма привлеченных (высвобожденных) из оборота средств тыс. руб. -18212,26 -43,19 -18332,13    
влияния факторов: 
за счет изменения среднегодовой стоимости оборотных активов 31431,36 -3897,38 13333,06    
за счет изменения выручки  -49643,62 3854,19 -31665,19    

________________ 
* - рассчитано автором на основе данных ООО «СК»Надежда».
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события и поддерживать платёжеспособность в неблагоприятных обстоя-
тельствах, возможностью финансовой системы предприятия обеспечивать 
реализацию его целей и задач, внутренних и внешних финансовых интересов 
необходимыми финансовыми ресурсами, как в текущем периоде, так и в пер-
спективе [4]. 

Для написания настоящей статьи использовались данные форм финан-
совой отчётности предприятия ООО «СК» Надежда»: бухгалтерского баланса 
(Форма 1) и отчёта о финансовых результатах (Форма 2) [1]. 

Данные таблицы 1 показали, что за период 2021 – 2023 гг.. величина 
оборотных активов предприятия ООО «СК «Надежда» в 2023 г. по сравне-
нию с 2021 г. увеличилась на 28,80% или на 6252,5 тыс. руб., что показало 
изменение качественных показателей оценки эффективности, так произошло 
ускорение оборачиваемости оборотных активов на 1,59; сокращение продол-
жительности одного оборота активов на 39,60% и уменьшение коэффициента 
закрепления на 0,16 с 0,41 в 2021 году до 0,25 в 2023 году. 

На изменение продолжительности оборачиваемости оказали влияние 
следующие факторы: среднегодовая стоимость оборотных активов и выруч-
ка. Результат факторного анализа по данным таблицы 1 показал, что за счет 
увеличения оборотных активов на 6252,5 тыс. руб. оборачиваемость замед-
лилась на 42,71 дня, сумма привлеченных средств составила 13333,06 тыс. 
руб. За счет роста выручки на 113,24% оборачиваемость ускорилась на 
101,44 дня, в результате чего сумма высвобожденных средств из оборота со-
ставила (31665,19) тыс. руб. Совокупное влияние двух факторов на измене-
ние экономического результата от ускорения оборачиваемости по данным 
анализируемого предприятия составило (18332,13) тыс. руб. 

Данные таблицы 2 показали, что за период 2021 – 2023 гг.. наиболь-
шую скорость оборачиваемости в денежных средствах (16,5 дней) и дебитор-
ской задолженности (56,6 дней). В 2023 году по сравнению с 2021 годом 
продолжительность оборачиваемости дебиторской задолженности в днях со-
кратилась на 42 дня, а оборотных активов на 58,7 дней., что обеспечило вы-
свобождение из оборота средств на сумму 18332,13 тыс. руб. за счет ускоре-
ния оборачиваемости [2]. 

По данным таблицы 3 на предприятии ООО «СК»Надежда» оборачи-
ваемость кредиторской задолженности, существенная в формировании фи-
нансового цикла анализируемого предприятия в 2023 году по сравнению с 
2021 годом увеличился на 0,49 раза, или на 8,45%. Период погашения креди-
торской задолженности в 2021 году был равен 62,21 день, а в 2023 году зна-
чение показателя составило 57,36 дней. 

Оборачиваемость дебиторской задолженности анализируемого пред-
приятия в 2023 году по сравнению с 2021 годом увеличился на 2,71 раза, или 
на 74,15%. Период погашения дебиторской задолженности в 2021 году был 
равен 98,58 дней, а в 2023 году на отсрочку платежа покупателям было пре-
доставлено соответственно 56,61 дня при (нормальном отраслевом значении 
65 дней и менее). 
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Таблица 2 - Анализ динамики оборачиваемости оборотных активов и 

их составляющих элементов предприятия ООО «СК»Надежда» за 2021 – 

2023 гг..* 
Показатель 2021 г. 2022 г. 2023 г. Абсолютное отклонение (+,-) Относительное отклонение, 

% 
2023 г от 
2022 г. 

2022 г. 
от 2021 

г. 

2023 г. от 
2021 г. 

2023 г 
от 2022 

г. 

2022 г. 
от 2021 

г. 

2023 г. 
от 2021 

г. 
Среднегодовая стои-
мость оборотных ак-
тивов, тыс. руб.: 

21709,5 16637 27962 11325 -5072,5 6252,5 68,071 -23,365 28,801 

среднегодовая стои-
мость запасов 

1242,5 1674 2717,5 1043,5 431,5 1475 62,336 34,728 118,712 

среднегодовая стои-
мость краткосрочной 
дебиторской задол-
женности 

14430,79 11053,075 17669,92 6616,845 -
3377,715 

3239,13 59,864 -23,406 22,446 

среднегодовая стои-
мость денежных 
средств 

158,5 142 5142 5000 -16,5 4983,5 36,21 
раза 

-10,410 32,44 
раза 

Выручка тыс. руб. 52697 40489 112373 71884 -12208 59676 177,540 -23,166 113,244 

Продолжительность 
одного оборота всех 
оборотных активов, 
дни: 

148,31 147,92 89,58 -58,35 -0,38 -58,73 -39,442 -0,259 -39,599 

запасов 8,68 15,93 10,91 -5,02 7,25 2,23 -31,497 83,533 25,726 

дебиторской задол-
женности 

98,58 98,28 56,61 -41,67 -0,31 -41,98 -42,399 -0,312 -42,579 

денежных средств 1,08 1,26 16,47 15,21 0,18 15,39 13,07 раз 16,603 15,25 
раза 

Коэффициент обора-
чиваемости всех обо-
ротных активов, обо-
ротов: 

2,4274 2,4337 4,0188 1,5851 0,0063 1,5914 65,132 0,260 65,561 

запасов 41,4769 22,5992 32,9899 10,3907 -18,8777 -8,4870 45,978 -45,514 -20,462 

дебиторской задол-
женности 

3,6517 3,6631 6,3596 2,6964 0,0114 2,7079 73,609 0,313 74,153 

денежных средств 332,4732 285,1338 21,8539 -263,2799 -47,3394 -310,6192 -92,336 -14,239 -93,427 

________________ 
* - рассчитано автором на основе данных ООО «СК»Надежда». 

 
Оборачиваемость запасов анализируемого предприятия в 2023 году по 

сравнению с 2021 годом уменьшилась на 8,49 раза, или на 20,46%, период 
оборота запасов увеличился на 2,23 дня (25,73%) по сравнению с 2021 годом. 
Период оборота запасов в 2023 году составил 10,91 дней, рост продолжи-
тельности их оборота (с 8,68 до 10,91 дней), при (нормальном отраслевом 
значении 39 дней и менее) [5]. 

Финансовый цикл в 2023 году был равен 10,16 дней, в 2021 году 45,06 
дня, наблюдается сокращение продолжительности финансового цикла на 
34,90 дней, что является положительной тенденцией для деятельности пред-
приятия. 
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Таблица 3 - Анализ динамики периодов оборота текущих активов и 

обязательств предприятия ООО «СК»Надежда» за 2021 – 2023 гг..* 
Показатель 2021 г. 2022 г. 2023 г. Абсолютное отклонение 

(+,-) 
Относительное отклонение, 

% 
2023 г 

от 
2022 г. 

2022 г. 
от 

2021 г. 

2023 г. 
от 2021 

г. 

2023 г 
от 2022 

г. 

2022 г. 
от 2021 

г. 

2023 г. 
от 2021 

г. 
Период оборота, дни  
- дебиторской задол-
женности 

98,58 98,28 56,61 -41,67 -0,31 -41,98 -42,40 -0,31 -42,58 

- запасов  8,68 15,93 10,91 -5,02 7,25 2,23 -31,50 83,53 25,73 
- кредиторской задол-
женности 

62,21 80,12 57,36 -22,76 17,92 -4,85 -28,41 28,80 -7,79 

Операционный цикл 107,26 114,21 67,52 -46,69 6,94 -39,74 -40,88 6,47 -37,05 
Финансовый цикл  45,06 34,08 10,16 -23,92 -10,98 -34,90 -70,19 -24,36 -77,45 

________________ 
* - рассчитано автором на основе данных ООО «СК»Надежда». 

По данным таблицы 4 на предприятии ООО «СК»Надежда» влияние 
оборачиваемости оборотных активов на изменение чистой прибыли показа-
ло, что повышение рентабельности чистой прибыли 17,2% в 2023 году по 
сравнению с 2021 годом – 7,8%, привело к увеличению финансового резуль-
тата на сумму 4965,25 тыс. руб. достаточное наличие оборотного капитала и 
рост его оборачиваемости (с 2,43 оборота в 2021 году до 4,02 оборота в 2023 
году) обеспечило увеличение прибыли на сумму 351,57 тыс. руб., а также за 
счет роста среднегодовой стоимости оборотных активов сумма чистой при-
были увеличилась на 4318,75 тыс. руб. 

По данным таблицы 5 потенциал предприятия ООО «СК»Надежда» за 
2021-2023 гг. увеличился, динамика анализируемых показателей показала, 
что темп роста чистой прибыли превышает темп роста выручки, а темп роста 
выручки больше темпа роста капитала. Абсолютная величина чистой прибы-
ли, полученной предприятием, на 15222 тыс. руб. (в 2023 году в 3 раза боль-
ше, по сравнению с 2021 годом), за счет роста выручки на 113,24%. По срав-
нению с 2021 годом рентабельность собственного капитала увеличилась на 
52% и составила в 2023 году 69,02%. 

За период 2021-2023 гг. рентабельность продаж по чистой прибыли 
увеличилась на 121,34% и составила в 2023 году 17,19% (при нормальном 
значении 2% и более). 

Выводы: Ускорение оборачиваемости оборотных активов предприятия 
ООО «СК»Надежда» привело к высвобождение из оборота в 2023 году сум-
мы средств в размере 18332,13 тыс. руб. для финансирования его текущей 
деятельности, также за исследуемый период в 2023 г. по сравнению с 2021 г. 
произошло замедление оборачиваемости запасов, что может повлиять на 
платежеспособность предприятия. 
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Таблица 4 – Анализ динамики влияния оборачиваемости оборотных ак-

тивов и на изменение прибыли предприятия ООО «СК»Надежда» за 2021 – 

2023 гг..* 
Показатель 2021 

г. 
2022 г. 2023 

г. 
Абсолютное отклонение 

(+,-) 
Относительное отклоне-

ние, % 
2023 г 

от 
2022 г. 

2022 г. 
от 2021 

г. 

2023 
г. от 
2021 

г. 

2023 г 
от 

2022 г. 

2022 
г. от 

2021г. 

2023 г. 
от 

2021 г. 

Выручка тыс. руб. 52697 40489 112373 71884 -12208 59676 177,5396 -23,1664 113,2436 

Чистая прибыль, тыс. руб. 4092 2280 19314 17034 -1812 15222 747,1053 -44,2815 371,9941 

Среднегодовая стоимость 
оборотных активов, тыс. 
руб. 

21709,5 16637 27962 11325 -5072,5 6252,5 68,0712 -23,3653 28,8008 

Коэффициент рентабельно-
сти продаж по чистой при-
были, коэфф. 

0,0777 0,0563 0,172 0,1156 -0,02134 0,0942 205,2196 -27,4816 121,3403 

Коэффициент оборачивае-
мости оборотных активов, 
в оборотах 

2,4274 2,4337 4,0188 1,5851 0,0063 1,5914 65,1322 0,2596 65,5609 

Изменение величины чистой прибыли за счет, факторов: 

рентабельности чистой прибыли 4679,01 -1124,55 4965,25    

коэффициента оборачиваемости оборотных активов 4532,55 7,70 351,57    

среднегодовой стоимости оборотных активов 7822,44 -695,16 4318,75    

________________ 
* - рассчитано автором на основе данных ООО «СК»Надежда». 

 
В 2023 году по сравнению с 2021 годом скорость оборачиваемости де-

нежных средств снизилась в 15,21 раз, что было связано с увеличением де-
нежных средств на счете.  

Продолжительность периода оборачиваемости дебиторской задолжен-
ности в 2023 году по данным предприятия снизилась на 42,56 дней, что явля-
ется положительным фактом. Продолжительность периода оборачиваемости 
кредиторской задолженности снизился. В то же время в 2023 году замечено 
превышение периода погашения кредиторской задолженности над дебитор-
ской, что свидетельствует об эффективности политики в сфере управления 
дебиторской и кредиторской задолженностью. В 2021 году наблюдалась об-
ратная ситуация. 

Операционный цикл в 2023 году по сравнению с 2021 годом умень-
шился на 39,74 дней, за счёт снижения периода погашения дебиторской за-
долженности на 41,98 дня (или на 42,58%), при этом наблюдалось увеличе-
ние суммы запасов и рост выручки на 59676 тыс. руб. (или 113,24%), что по-
казало эффективность деятельности предприятия ООО «СК»Надежда». Кро-
ме того, положительное влияние показателей деловой активности (факторов) 
показало увеличение величины чистой прибыли по предприятию ООО 
«СК»Надежда» за период 2021 -2023 гг. в сумме 9635, 57 тыс. руб. 
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Таблица 5 – Анализ и динамика показателей эффективности финансово-

хозяйственной деятельности предприятия ООО «СК»Надежда» за 2021 – 2023 гг.* 
Показатели 2021 

г. 
2022 г. 2023 г. Абсолютное отклонение (+,-) 

2023 г от 
2022 г. 

2022 г. от 
2021 г. 

2023 г. от 
2021 г. 

Среднегодовая стоимость собственного 
капитала, тыс. руб. 

24049 23394,50 27948,50 4590 -654,5 3935,5 

Среднегодовая стоимость активов, тыс. 
руб. 

32954 31814,5 42269 10454,5 -1139,5 9315 

Выручка, тыс. руб. 52697 40489 112373 71884 -12208 59676 

Чистая прибыль (убыток), тыс. руб. 4092 2280 19314 17034 -1812 15222 

Коэффициент рентабельности активов, 
коэфф. 

0,1242 0,0717 0,4569 0,3853 -0,0525 0,3328 

Коэффициент рентабельности собст-
венного капитала, коэфф. 

0,1702 0,0975 0,6902 0,5927 -0,0727 0,5200 

Коэффициент рентабельности продаж 
по чистой прибыли, коэфф. 

0,0777 0,0563 0,1719 0,1156 -0,0213 0,0942 

________________ 
* - рассчитано автором на основе данных ООО «СК»Надежда». 

 

Наблюдается также ускорение оборачиваемости совокупных активов по 
предприятию ООО «СК»Надежда»: длительность периода оборачиваемости кото-
рых снизилась на 90,96 дней (с 228,25 дней в 2021 году до 137,29 дней в 2023 го-
ду), что следует рассматривать положительно. Эффективность деятельности пред-
приятия ООО «СК»Надежда» за 2021-2023 гг. можно охарактеризовать как при-
быльную. 
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УДК 338.001.36 
 

РОЛЬ ФИНАНСОВОГО АНАЛИЗА В УПРАВЛЕНИИ 
 ЭКОНОМИЧЕСКИМИ РИСКАМИ В УСЛОВИЯХ 

 СОВРЕМЕННОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
 

Страдымова В. С., студент 4 курса специальности экономическая безо-
пасность, Оренбургский филиал РЭУ им. Г. В. Плеханова, г. Оренбург, РФ. 

Аннотация: В статье рассматривается роль финансового анализа как ключево-
го инструмента в управлении экономическими рисками в условиях современной не-
определенности. Актуальность темы обусловлена возрастающей сложностью эконо-
мической среды, вызванной глобализацией, технологическими изменениями и поли-
тической нестабильностью. В работе анализируются методы и подходы к финансово-
му анализу, позволяющие выявлять, оценивать и минимизировать риски, связанные с 
финансовыми потоками, инвестициями и операционной деятельностью предприятий. 
Особое внимание уделяется интеграции финансового анализа в стратегическое 
управление, что позволяет организациям не только реагировать на текущие вызовы, 
но и прогнозировать возможные сценарии развития.  

Ключевые слова: финансовый анализ, экономические риски, управленческие 
риски, прогнозирование, кризисное управление. 

 
Введение: Неопределенность внешней среды всё чаще наталкивает уче-

ных задаваться вопросом: «Какая система анализа финансового положения бу-
дет напрямую связана с формированием оперативной системы управления?». 
Так, следует обратиться к пониманию раздела прогнозирования, платежеспо-
собности предприятий, осуществление мер по экономической поддержке в це-
лях снижения рисков предпринимательской деятельности. 

Основными задачами финансового анализа в свою очередь является оцен-
ка защищенности предприятия от наступления рискового случая, в том числе: 
недопущение платежеспособности организации, возникновение управленческих 
рисков, невыполнение плана продаж, сокращение объемов производства, изме-
нение политической ситуации в стране, экологические катастрофы, несовер-
шенство существующих законов, зависимость от стран, которые выдвигают 
санкции, не ликвидность продукции и другие. 

Поэтому следует отметить, что для каждого вида риска существует свой 
подход анализа экономической безопасности предприятия. Если рассматривать 
анализ платежеспособности предприятия, стоит отметить несколько показа-
тельных элементов, которые имеют большое влияние на данный показатель. К 
таким элементам относятся различные коэффициенты: текущей ликвидности, 
абсолютной ликвидности. Еще одним показателем, которое имеет влияние на 
итоговую оценку платежеспособности, показатель платежеспособности по те-
кущим обязательствам.  
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Для последнего коэффициента основой нахождения будет являться отно-
шение суммы всех активов компании к общей сумме долгосрочных и кратко-
срочных обязательств. Данный коэффициент показывает, данные степени по-
крытия стоимости активами имеющихся обязательств, прогнозирует покрытие 
краткосрочных и долгосрочных обязательств перед государством и поставщи-
ками. 

Существует типизированная система оценки финансовых рисков. Она 
включает в себя рассмотрение большинства прогнозируемых рисков, а также 
изучение наиболее существенных из них, которые могут серьезно повлиять на 
деятельность предприятия, а также экономические показатели. Если применять 
данную систему оценки, компании необходимо будет реализовать несколько 
оценок по ступеням экономического развития, включая от трех основных струк-
тур и более.  

Первоочередно необходимо рассмотреть наибольшее количество финан-
совых рисков, которые возможно спрогнозировать. Таким образом компания 
идет от общего к частному, что в последующем поспособствует предупрежде-
нию рисковых случаев. Также важно дифференцировать все эти риски на те, что 
оказывают наибольшее влияние и те, которые не приведут к изменениям в хо-
зяйственной деятельности компании. 

Следующей ступенью является система разработки плана просчета рисков 
с наибольшим влиянием, а также расчета финансового состояния предприятия, 
при которых организация не сможет данные рисковый случай перенести. Все 
это необходимо для дальнейшего предупреждения таких случаев на предпри-
ятии. 

Ещё одной важной ступенью данной системы оценки будет типизирова-
ние системы. Данный этап поспособствует при прогнозировании снизить объе-
мы потерь. А также позволит при различных исходах событий развития дея-
тельности организации, разработать систему управления организацией для ми-
нимизации негативных последствий. 

Так существует база показателей, которая обязательно используются в 
расчете, такой базой является бухгалтерская финансовая отчетность предпри-
ятия. Так, основным фундаментом данной базы являются бухгалтерский баланс, 
который устанавливает финансовое и имущественное положение организации 
на отчетную дату. А уже стартовой площадкой для анализа можно считать отчет 
о финансовых результатах, которые подразумевают под собой результаты хо-
зяйственной деятельности за отчетный период. 

Для прогнозирования рискового случая необходимо понимать его проис-
хождение или теорию из-за чего эта угроза могла возникнуть. Так существует 
две основных категории рисков. Первая категория, физический риски. Физиче-
ские риски могут появиться в условиях нестабильности климатических колеба-
ний, а также непосредственного влияния этих колебаний на прогнозирование 
изменений в экономической системе, которые приводят к определенным тен-
денциям.  
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Другая категория рисков совершенно отличается от первой. Она подразу-
мевает собой класс рисков, которые возникают в период перехода экономиче-
ских систем, политических тенденций. Они являются непредвиденной реакцией 
на такие изменения посредством уменьшения разрывов разница этих изменения. 

В условиях рыночной экономики необходимо обеспечить эффективное 
функционирование предприятия. Оценка его успехов основывается на эффек-
тивности деятельности. Для определения данного критерия необходимо провес-
ти экономический анализ, рассчитать показатели эффективности и сделать вы-
воды о достигнутых или потенциальных результатах. 

Своевременное выявление и классификация неплатежеспособных пред-
приятий для принятия мер по их финансовому оздоровлению - ключевая про-
блема современной экономики. 

Ещё одной важно проблемой современной рыночной системы является то, 
что реализация анализа финансового состояния организации в условиях всеоб-
щих реалий и перспектив является ключевым фактором в реализации предпри-
нимательской деятельности. Оценка финансового состояния предприятия сама 
по себе важна из-за увеличивающегося в последние годы организаций с затруд-
нительным положением на рынке, а именно начиная от их неплатежеспособно-
сти, заканчивая полным банкротством крупнейших компаний гигантов. 

Такие тенденции в ближайших перспективах могут привести к сокраще-
нию национального дохода, что в свою очередь не положительно повлияет на 
положение отдельных хозяйствующих субъектов на рынке, а также постепенно-
го снижения уровня жизни населения. 

Предварительная диагностика не является панацеей для сокращения рис-
ковых случаев до минимума, но именно она может сократить рисковые случаи 
до оптимума, при котором компания сможет держаться на рынке как полноцен-
ный хозяйствующий субъект. 

Так в пример для оценки финансового состояния компании возьмем ана-
лиз динамики показателей платежеспособности на конец года компании «N». 

 
Таблица 1 – Динамика  показателей платежеспособности (на конец года) 

компании «N» 

Наименование показателя 2022г. 2023г. 2024г. 
Изменение 

2024г. к 
2022г.(+,-) 

Оборотные активы – всего, тыс. руб. 4272003 7555428 8836750 4564747 

Финансовые вложения (за исключени-
ем денежных эквивалентов), тыс.руб. 9000 - - -9000 

Денежные средства, тыс. руб. 3853040 7157450 8195855 4342815 

Дебиторская задолженность, тыс. руб. 89831 119620 218793 128962 

Кредиторская задолженность, тыс. руб. 1358369 2024615 2093919 735550 
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Внеоборотные активы, тыс. руб. 5145957 5673307 6460433 1314476 

Величина реального собственного ка-
питала, тыс. руб. 7642272 10687452 12455377 4813105 

 Коэффициент абсолютной 
ликвидности 2,84 3,54 3,91 1,07 

Коэффициент текущей ликвидности 3,14 3,73 4,22 1,08 

Краткосрочные обязательства, тыс.руб. 1424027 2097344 2290084 866057 

Коэффициент обеспеченности собст-
венными оборотными средствами 0,58 0,66 0,68 0,09 

 Коэффициент «критической оценки» 2,91 3,59 4,02 1,11 

 
Таблица 1 показывает, что коэффициент абсолютной ликвидности с каждым 

годом повышался. На 2022г. он составил 2,84, а в 2024г. равен 3,91. Показатель в 
среднем должен варьироваться от 0,2 – 0,5. Слишком высокое значение коэффи-
циента говорит о неоправданно высоких объемах свободных денежных средств, 
которые можно было бы использовать для развития бизнеса. 

Значения коэффициентов текущей ликвидности на протяжении 2022-2024г. 
ежегодно увеличивался: если в 2022г. он составил 3,14, то к 2024г. был равен 4,22. 
Чем выше значение коэффициента текущей ликвидности, тем выше ликвидность 
активов компании.  Слишком высокий коэффициент текущей ликвидности также 
не желателен, поскольку может отражать недостаточно эффективное использова-
ние оборотных активов либо краткосрочного финансирования.  

Коэффициент обеспеченности собственными оборотными средствами еже-
годно также увеличивается. В 2022г. он составил 0,58, в 2023г. 0,66, в 2024г. 0,68. 
Чем больше показатель, тем лучше для компании. Показатель характеризует нали-
чие собственных оборотных средств у организации, необходимы для её экономи-
ческого состояния. 

Если рассматривать структуру коэффициента «критической оценки», можно 
прийти к выводу о том, что в первую очередь на протяжении всего периода дан-
ный показатель не был в диапазоне нормы, так нормой считается значение от 0,7 
до 0,8. Есть также и значение, которое считается совершенным, это значение со-
ставляет «1». Если показатель находится в этом совершенном значении, это может 
значить, что предприятие может полностью закрыть настоящие долги с помощью 
быстро реализуемых активов. Но все же существует более идеальный вариант, при 
котором значение больше «1», в этом случае даже при полном погашении имею-
щихся долгов предприятия, у него еще останется в распоряжении быстроликвид-
ное имущество. 

Таким образом, можно сделать вывод о том, что показатели платежеспособ-
ности являются неотъемлемой частью показателей, указывающих на наличие рис-
ковой ситуации, а динамика данных показателей может привести к выводу о про-
гнозировании возникновения рискового случая. 
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Однако, при наличие внутренних угроз также могут возникнуть и внешние, 
так принятые в стране политические и экономические меры могут повлиять на 
страны партнёры. Так и введенные санкции по отношению какой-то конкретной 
страны определенно окажут воздействие на внутреннее хозяйствование в стране, 
что в дальнейшем окажет влияние на конкретные хозяйствующие субъекты. В та-
ком случае гарантией выживаемости такого хозяйствующего субъекта будет его 
финансово устойчивое состояние, которое можно достичь лишь при своевремен-
ном анализе финансового состояния и прогнозированию экономических и полити-
ческих тенденций развития при помощи финансовой бухгалтерской отчетности. 
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Аннотация: Исследована степень влияния инновационного развития пред-

приятия на эффективность деятельности малых и средних предприятий. Иннова-
ционно активные компании, внедряющие цифровые технологии, лучше адаптиру-
ются на современном неустойчивом рынке. Результаты показывают, что приори-
тет инноваций имеет жизненно важное значение для малых и средних предпри-
ятий, стремящихся к долгосрочному успеху и способствует, в условиях конку-
рентной среды, созданию базовой основы для устойчивого долгосрочного роста. 

Ключевые слова: Инновационное развитие, малые и средние предприятия 
(МСП), цифровая трансформация, интернет вещей (IoT), искусственный интеллект 
(ИИ), аналитика больших данных, конкурентоспособность. 

 
Введение: Мировая экономика в настоящее время характеризуется тесной 

взаимосвязью и острой конкуренцией, при этом особое давление испытывают ма-
лые и средние предприятия (МСП), как субъекты наиболее подверженные влия-
нию внешних и внутренних негативных факторов. МСП сталкиваются со все бо-
лее усиливающимися требованиями к эффективности, надежности и устойчивости 
своих решений. Эти вызовы подразумевают необходимость инновационного раз-
вития для поддержания релевантности и конкурентоспособности на рынке. Инно-
вационные стратегии важны, поскольку они открывают путь к оптимизации про-
цессов, сокращению издержек, улучшению клиентского сервиса, и обеспечению 
способности компаний быстро приспосабливаться к динамике рыночных условий. 

Цифровизация, как одно из важнейших направлений инновационного разви-
тия, снижает роль человеческого фактора в текущих задачах, использование тех-
нологий искусственного интеллекта влечет за собой прорыв в обработке данных, 
улучшая планирование бизнес-процессов, а также предсказывание требований 
рынка и оптимизацию ресурсов. Облачные сервисы позволяют собирать, хранить 
и обрабатывать большие массивы данных без значительных инвестиций, при этом 
работу с Big Data (BD), и с облачными технологиями могут позволить себе не 
только крупные корпорации, но и компании совсем небольшого размера[3]. Блок-
чейн технологии повышают уровень доверия и прозрачности в цепочках поставок 
через верификацию данных о товародвижении. Интеграция различных способов 
доставки и продвижение IoT направлены на формирование адаптивных замкнутых 
систем. IoT также играет ключевую роль в оптимизации управления оборотными 
средствами, повышая эффективность через аналитику и интеграцию полученных 
данных из различных платформ. 

Современные ученые выделяют, что ведущими факторами цифровой транс-
формации в данной сфере служат Интернет вещей (IoT), искусственный интеллект 
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(ИИ), технология распределенного реестра (блокчейн) и обработка больших дан-
ных. К примеру, внедрение IoT-датчиков стало ключевым для мониторинга бизнес 
процессов в реальном времени, управления запасами и анализа эффективности, 
также отмечается особая популярность блокчейн-технологий, благодаря их спо-
собности гарантировать безопасность и прозрачность ведения учета перемещения 
оборотных средств по цепочке поставок. Акцентируется, что эти качества блок-
чейна, а именно уменьшение объемов документооборота и эффективность в уре-
гулировании платежей, делают его незаменимым инструментом для обслуживаю-
щих сервисных компаний, цель которых заключается в укреплении доверия кли-
ентов и повышении операционной эффективности[2, 5, 7].  

В[6] в качестве механизма управления инновационным развитием рассмат-
ривается стратегический блок, представляющий собой взаимосвязанную совокуп-
ность методов, инструментов, рычагов и всех видов обеспечения управления ин-
новационным развитием, призванный обеспечить полноценную реализацию по-
ставленных целей и задач инновационного развития предприятия путем достиже-
ния заданных результатов. 

Применение технологий для оптимизации бизнес-процессов влечет за собой 
не только уменьшение издержек, но и улучшение уровня клиентского сервиса. 
Инновационные инструменты обеспечивают интегрирование различных бизнес 
операций, гарантируя бесперебойную передачу данных между подразделениями. 
Параллельно, изыскания указывают на то, что эффективность, достигаемая за счет 
технологических инноваций, положительно сказывается на экологичности дея-
тельности предприятия благодаря уменьшению объема отходов и сокращению по-
требления ресурсов[1, 4, 8]. 

Результаты этого исследования проиллюстрированы в табл.1 и отражают ре-
зультаты воздействия наиболее широко востребованных инновационных инстру-
ментов на конкурентные возможности МСП. 

 
Табл.1. Влияние инновационных технологий на конкурентные возможности малых и 

средних предприятий (МСП). 
Инновацион-

ные технологии Описание  Примеры  Результаты 

RPA Роботизиро-
ванная автомати-
зация 

Автоматизация рутин-
ных процессов, таких как 
обработка счетов, расчёт 
заработной платы и 
управление документа-
цией. 

UiPath  

- Ускорение опе-
раций на 20–40%. 
- Снижение расхо-
дов на 25–35%. 

IoT Интернет ве-
щей 

Мониторинг состояния 
оборудования, контроль 
автопарка и удалённое 
управление ресурсами. 

Siemens 
MindSphere  

- Снижение про-
стоев на 20–30%. 
- Экономия на об-
служивании до 
15%. 

ИИ Искусствен-
ный интеллект 

Улучшение взаимодей-
ствия с клиентами через 
чат-боты и прогнозиро-
вание спроса на товары и 
услуги. 

Drift  

- Повышение 
удовлетворённости 
клиентов на 15–
25%. 
- Сокращение вре-
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мени отклика на 
70%. 

Облачные техно-
логии 

Интеграция управления 
финансами, запасами, 
продажами и другими 
процессами в облачных 
ERP-системах. 

SAP Business 
One 

1С:Бизнес-
старт 

- Ускорение обра-
ботки заказов на 
30%. 
- Снижение из-
держек на 10–20% 
благодаря оптими-
зации. 

Цифровой марке-
тинг 

Анализ данных для точ-
ной настройки реклам-
ных кампаний и прогно-
зирования спроса. 

Google 
Analytics 

 Power BI 

- Увеличение кон-
версии рекламы на 
20–40%. 
- Снижение затрат 
на привлечение 
клиентов на 15%. 

Электронная ком-
мерция и CRM 

Управление клиентски-
ми данными и продажа-
ми, персонализация 
взаимодействия с поку-
пателями. 

AmoCRM  

- Увеличение объ-
ёма продаж на 15–
25%. 
- Сокращение вре-
мени обработки 
заказов на 20%. 

3D-печать 
Быстрое создание прото-
типов и мелкосерийное 
производство изделий. 

Архитектурные 
макеты 

Производство 
деталей 

- Сокращение вре-
мени разработки 
на 30–50%. 
- Уменьшение за-
трат на прототи-
пирование до 60%. 

Блокчейн 

Повышение прозрачно-
сти и прослеживаемости 
операций в цепочке по-
ставок. 

IBM Food Trust  

- Повышение про-
зрачности опера-
ций. 
- Ускорение выяв-
ления проблем, 
снижение рисков. 

 
Внедрение цифровых инноваций в МСП способствует значительному по-

вышению операционной эффективности, сокращению затрат и улучшению взаи-
модействия с клиентами.  

МСП активно внедряют RPA (роботизированная автоматизация процессов) 
для автоматизации таких задач, как обработка счетов, управление документацией 
и расчёт заработной платы. Например, использование платформы UiPath позволя-
ет автоматизировать обработку платежных поручений в бухгалтерии, сокращает 
время выполнения задачи на 30–50% и снижает вероятность ошибок, что приводит 
к ускорению операций на 20–40% и сокращению расходов на 25–35% благодаря 
снижению потребности в ручной работе. 

В производственном секторе отмечено активное внедрение IoT-устройств 
для мониторинга оборудования. Например, датчики вибрации и температуры на 
станках сигнализируют о необходимости профилактического ремонта, снижая ве-
роятность поломок. Такие системы, как Siemens MindSphere, позволяют предпри-
ятиям удалённо следить за состоянием техники. В результате отмечено снижение 
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незапланированных простоев на 20–30% и экономия до 15% на обслуживании 
оборудования. 

Внедрение многими МСП элементов искусственного интеллекта (ИИ) для 
взаимодействия с клиентами, чат-ботов на основе ИИ для клиентской поддержки. 
Например, сервис Drift используется в онлайн-магазинах для обработки запросов 
24/7. Боты могут давать рекомендации, принимать заказы и отслеживать их статус. 
Отмечено повышение уровня удовлетворённости клиентов на 15–25%, сокраще-
ние времени отклика на запросы до 70%. 

МСП активно переходят на облачные ERP-системы, такие как SAP Business 
One и 1С:Бизнес-старт. Эти платформы помогают интегрировать управление фи-
нансами, запасами и продажами в единую систему. Как результат ускорение обра-
ботки заказов на 30%, оптимизация запасов, что снижает издержки на 10–20%. 

Розничные компании малого бизнеса широко используют цифровой марке-
тинг и инструменты аналитики данных, такие как Google Analytics и Power BI, 
чтобы лучше понимать поведение клиентов. Это позволяет более точно настраи-
вать рекламные кампании и прогнозировать спрос, что в результате увеличивает 
конверсию рекламы на 20–40% и снижает затраты на привлечение клиентов до 
15%. 

Интеграция CRM-систем (например, AmoCRM) с платформами электронной 
коммерции позволяет МСП персонализировать взаимодействие с клиентами, пре-
доставлять специальные предложения и управлять продажами в едином интерфей-
се. Как результат увеличение объёма продаж на 15–25% и сокращение времени на 
обработку заказов до 20%. 

Также МСП в производственной сфере используют 3D-принтеры для быст-
рого создания прототипов и мелкосерийного производства. Например, архитек-
турные бюро используют 3D-принтеры для создания макетов зданий. В результате 
это сокращает время разработки продукта на 30–50% и уменьшает затраты на про-
тотипирование до 60%. 

Все приведенные примеры говорят о том, что поступательное инновацион-
ное развитие позволяет МСП не только оптимизировать внутренние процессы и 
сократить расходы, но и повысить качество обслуживания клиентов, что способ-
ствует росту конкурентоспособности на рынке. Эти технологии становятся необ-
ходимым условием для успешного развития в современных условиях. В условиях 
растущих требований к операционной эффективности, прозрачности цепочек по-
ставок и экологической устойчивости адаптация цифровых инноваций и передово-
го опыта становится ключом к успеху. 
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Аннотация. Рассмотрен методический подход к анализу факторов внутрен-
ней среды предприятия, влияющих на финансовый результат его деятельности. 
Подход, позволяет определить методику, которая в логической последовательно-
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Введение: Актуальность. Основным показателем, характеризующим финан-

совые результаты деятельности предприятия, является чистая прибыль, которая, 
при ее правильном использовании, гарантирует возможности развития предпри-
ятия, при параллельном изменении параметров внутренней среды предприятия, 
под изменяющиеся факторы внешней среды предприятия. Поэтому, анализ финан-
совых результатов деятельности предприятия является наиболее актуальным во-
просом, причем мониторинг экономических и финансовых результатов деятельно-
сти, предприятие должно проводить постоянно. Методические подходы к анализу 
финансовой деятельности организации, описаны в статьях и учебных пособиях А. 
Д. Шеремета, Т. Р. Кармена, О. Н. Богатырева, Е.А. Федоровой, Т.А. Кулешева и 
других. 

Предприятие, которое производит продукцию, преобразует входные пере-
менные - рабочая сила, сырье, материалы и комплектующие, капитал и предпри-
нимательство и в процессе производства получает товар или услугу. От того, на-
сколько оптимально организовано производство, каковы производственные, ин-
формационные и социальные технологии зависят результаты – доходы, затраты, 
эффективность и финансовые результаты деятельности. Как было отмечено выше, 
на финансовые результаты деятельности предприятия влияют факторы внутрен-
ней и внешней среды.  

Внешние факторы - это те, на которые предприятие повлиять не может. Это 
прежде всего прямые: конкуренты, потребители, коммерческие банки, поставщики 
сырья, комплектующих, материалов, инфраструктура, которая необходима для 
бизнеса, муниципальные и государственные организации и органы власти, между-
народный фактор и косвенные: научно-технический прогресс, состояние экономи-
ки, политические и социально-культурные изменения в обществе, демографиче-
ские и природно-географические показатели.  
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Внутренние факторы - это те, которые относятся к персоналу, технологии, 
материальным ресурсам. Персонал, технологии, цели, задачи и структура пред-
приятия являются теми внутренними переменными, от которых зависят финансо-
вые результаты деятельности. Для оптимизации организационной и производст-
венной структуры руководство предприятия должно рассматривать факторы в по-
рядке, зависящем от состояния внешней среды (таблица 1) [1]. 
Таблица 1 – Функции внутренних факторов предприятия 

Фактор     
внутренней 

среды 

Функции факторов 

Цели Цели должны разрабатываться на основе миссии предприятия, ко-
торая отображает отношение предприятия к обслуживаемому со-
обществу, к потребителям продукции и коллективу предприятия 

Технологии Разрабатываются на основе подцелей каждого подразделения, раз-
работанных в развитие целей предприятия. Технологии должны 
быть современны, обеспечивать качество производимой продукции 
и высокую производительность для конкурентоспособности про-
дукции  

Задачи Разрабатываются на основе технологий, которые определяют 
должностные инструкции каждого сотрудника. Задачи взаимозави-
симы и взаимообусловлены, что позволяет определить трудоем-
кость выполняемых работ и, в конечном итоге, численность персо-
нала на всех технологических переделах предприятия 

Структура Разрабатывается на основе задач каждого рабочего места с учетом 
задач, разработанных на основе технологий. Взаимосвязь и взаи-
мовлияние позволяет определить оптимизированную иерархию 
подразделений предприятия и их связи по горизонтали и вертикали 

Персонал На основе задач, определенных в соответствии с технологиями, 
рассчитывается численность персонала конкретной квалификации 
и специализации 

 
Применение такого подхода, позволяет определить методику, которая в логи-

ческой последовательности позволит получить корректные, расчетные   значения 
всех факторов внутренней среды предприятия. Поэтому, для того, чтобы провести 
анализ финансовых результатов деятельности любого предприятия необходимо 
провести анализ всех факторов внутренней среды и способность управляющей 
системы адаптировать факторы внутренней среды к постоянно изменяющимся ус-
ловиям внешней среды предприятия. 

Управленческое обследование по всем указанным направлениям позволит 
получить информацию для проведения SWOT – анализа с учетом факторов внут-
ренней и внешней среды. Если предприятие работает и на внешний рынок, то до-
полнительно необходимо провести и РЕST – анализ. SWOT и РЕST – анализы 
проводятся для выявления сильных и слабых сторон предприятия, которые в свою 
очередь, позволят определить предстоящие угрозы и возможности предприятия. 
Анализ сильных и слабых сторон, возможностей и угроз позволяет разработать 
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стратегию развития предприятия и построить прогноз объемов производства и 
реализации с желаемыми финансовыми результатами деятельности (таблица 2). 
Таблица 2 -  Схема сильных и слабых сторон при SWOT – анализе 

Слабые стороны Сильные стороны 
1. Неразвитость каналов сбыта 1. Собственная база подвижного 

состава 
2. Слабая информационно– тех-

ническая база 
2. Сравнительно низкие цены на 

предлагаемые услуги 
3. Недостаток свободных средств 3. Наличие лицензий на предла-

гаемые услуги и поддержка местных 
органов власти 

 
Используя предложенную методику анализа финансовых результатов дея-

тельности, основанную на исследовании факторов внешней и внутренней среды 
предприятия, возможно определить сильные и слабые стороны деятельности 
предприятия, что позволяет, используя ресурсный потенциал, разработать меро-
приятия по улучшению конкурентных позиций и финансовых результатов дея-
тельности. 

Анализ ресурсов предприятия по факторам труд, земля, капитал позволит 
предприятию, при наличии резервов, расширить ассортимент услуг, увеличить до-
ходы, снизить издержки, а, следовательно, и максимизировать прибыль, необхо-
димую для развития предприятия в долгосрочном плане, что, в конечном итоге 
улучшит финансовый результат деятельности. 

Для управлению финансовыми результатами деятельности предприятия не-
обходимо определить какие факторы влияют на результирующие экономические 
показатели предприятия. Следовательно, руководство предприятий должно иссле-
довать все факторы, влияющие на: 

- имущественный потенциал; 
- ликвидность и платежеспособность; 
- финансовую устойчивость; 
- внутрифирменную эффективность; 
- прибыльность и рентабельность; 
- рыночную привлекательность. 
Оценка предприятия по указанным показателям поможет руководству пред-

приятия определить сильные и слабые стороны и при правильных выводах улуч-
шить положение на рынке. Прежде всего, предприятие должно четко установить 
для себя – на каком рынке оно работает – на монопольном, олигопольном или 
рынке несовершенной конкуренции [2].  

Для того, чтобы управление предприятием было более действенным, с точки 
зрения результирующих финансово-экономических показателей, руководству сле-
дует определиться с рынком, на который оно выводит свой товар или услугу (таб-
лица 3). [4] 
Таблица 3 – Возможные рынки сбыта продукции предприятия 

Тип рыночной Признаки конкуренции Степень контроля 
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структуры над ценами 
Рынок совершенной 

конкуренции 
На рынке большое число 

фирм, производящих продук-
цию. И производители, и по-
требители имеют полную ин-
формацию о качестве товара 

и ценах на товар. 

Ни производители, ни по-
требители не могут в от-

дельности влиять на цены. 
Линия спроса горизон-

тальна.  

 
Несовершенная кон-
куренция – чистая 

монополия 

Товар или услуга произво-
дится только одной фирмой 

Линия спроса на товар или 
услугу вертикальна. Про-

изводитель полностью 
контролирует и регулиру-

ет цены. 
 

Несовершенная кон-
куренция – дуополия 

Товаров или услуга произво-
дятся двумя предприятиями, 
продукция достаточно одно-
родна, политика ценообразо-
вания на фирмах - независима 

И производители, и по-
требители имеют частич-
ный контроль над ценами 

 
Несовершенная кон-
куренция – олигопо-

лия 

Небольшое количество фирм, 
обычно от 3-х до 8-ми, одно-
родная продукция или с не-

большой разницей по качест-
ву и функциям 

Производители имеют 
частичный контроль над 
ценами, но часто догова-

риваются о них 

 
Несовершенная мо-

нополистическая кон-
куренция  

Производителей и потребите-
лей много, имеют место и 

различия, и однородность в 
качестве и функциях товаров 

или услуг 

Обычно цены устанавли-
ваются в соответствии с 

законом спроса-
предложения и произво-

дитель слабо контролиру-
ет цены 

 
Объемы производства продукции зависят от размера «ниши» рынка, которая 

принадлежит предприятию. Чем больше рыночная «ниша», тем больше продукции 
можно произвести, увеличивая масштабы производства. Рост масштабов произ-
водства оказывает двойное действие: 

- снижает издержки производства за счет максимизации использования ре-
сурсов; 

- позволяет получить более высокий уровень чистой прибыли, позволяющий 
увеличить отчисления предприятия в фонды потребления, накопления и развития. 

Таким образом, подход к управлению финансовыми результатами деятель-
ности предприятия предполагает анализ не только внешних факторов, таких как 
состояние рынка, уровень конкуренции и способы регулирования цен, но и внут-
ренних факторов, имеющих место на самом предприятии и влияющих на размер 
издержек производства и тем самым обеспечивающих экономическую безопас-
ность предприятия. В связи с этим руководство предприятия должно учитывать 
особенности и внешней и внутренней среды, которые оказывают значительное 
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влияние на экономические результаты деятельности, а значит и на финансовые ре-
зультаты деятельности предприятия. 
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Аннотация. В статье рассматриваются ключевые вызовы и возможности, 
которые открывают современные технологии – нейросети, робототехника и кван-
товые вычисления – для стратегического управления в организациях. В работе 
анализируются потенциальные риски, связанные с внедрением данных техноло-
гий, включая вопросы этики, безопасности и устойчивости бизнеса, а также ука-
зывается на новые горизонты, позволяющие повысить эффективность управления 
и адаптивность к изменяющимся внешним условиям. Автор отмечает, что успеш-
ное стратегическое управление в эпоху высоких технологий требует междисцип-
линарного подхода, гибкости и постоянной актуализации навыков управленцев, 
готовых к быстрой интеграции инноваций. 

Ключевые слова: стратегическое управление, нейросети, робототехника, 
квантовые вычисления, инновационно-технологическое лидерство. 

 
Введение: Современная эпоха отмечена революционными изменениями, 

инициированными быстрым развитием технологий. Среди ключевых направле-
ний, оказывающих значительное воздействие на организации и изменяющих их 
стратегическое управление, выделяются нейронные сети, робототехника и кванто-
вые вычисления. Эти технологии существенно меняют экономическую, социаль-
ную и технологическую среду, а адаптация к ним требует от организаций не толь-
ко значительных ресурсов, но и переосмысления привычных подходов в стратеги-
ческом планировании. Если в прошлом компании прежде всего ориентировались 
на факторы конкурентной борьбы на рынке, то сегодня управление становится бо-
лее сложным и многогранным. В условиях цифровой трансформации старые ме-
тоды теряют свою эффективность, что порождает как новые вызовы, так и значи-
тельные перспективы. 

Нейронные сети в настоящее время используются в различных областях – от 
обработки естественного языка и анализа данных до автоматизации сложных биз-
нес-процессов. Они дают возможность для повышения эффективности решений на 
всех уровнях организации. Однако их широкое внедрение связано с рядом трудно-
стей – необходимостью переработки текущих бизнес-процессов, обучения персо-
нала и защиты данных. Кроме того, компании сталкиваются с необходимостью 
принимать решения быстрее и точнее, что оказалось возможным благодаря разви-
тию алгоритмов глубокого обучения и технологий искусственного интеллекта. 

Робототехника создает уникальные возможности для автоматизации произ-
водства, обслуживания клиентов и логистики, но порождает вопросы сокращения 
рабочих мест, изменения социальной структуры и необходимости пересмотра 
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ценностей компании. Организации должны не только стремиться к внедрению ро-
ботизированных систем, но и учитывать долгосрочные социально-экономические 
последствия таких изменений. Компании, активно использующие промышленных 
роботов в своих производственных линиях, сталкиваются не только с увеличением 
эффективности, но и с ростом общественного давления [4]. Это давление исходит 
от сообществ, обеспокоенных потерей рабочих мест для неквалифицированных 
кадров, и в условиях, когда социальная ответственность бизнеса становится важ-
ным элементом стратегии, организациям приходится искать компромисс между 
повышением прибыли и соблюдением принципов устойчивого развития. 

Квантовые вычисления, находящиеся на грани массового внедрения, для 
стратегического управления представляют собой еще более сложный вызов. Эти 
технологии позволяют решать задачи, которые ранее считались нерешаемыми из-
за ограничений вычислительных мощностей распространенных компьютеров. В 
исследования и разработки, связанные с квантовыми вычислениями, вкладывают-
ся компании, работающие в области финансов, логистики, фармацевтики, энерге-
тики. Любая компания, игнорирующая эту новую технологию, рискует потерять 
конкурентные преимущества, так как квантовые вычисления радикально меняют 
подходы к оптимизации процессов, моделированию сложных систем и анализу 
больших данных. Однако их внедрение связано с высоким уровнем неопределен-
ности, отсутствием стандартизированной инфраструктуры и профессиональных 
кадров для работы с новыми системами, что создает дополнительные риски и ста-
вит перед стратегическим управлением задачу планирования и развертывания но-
вой инфраструктуры [2]. 

Нейронные сети становятся все более эффективными в прогнозировании 
рынка, анализа поведения клиентов и выявлении новых возможностей для инно-
ваций [3]. Это технически расширяет горизонт анализа возможных сценариев раз-
вития организации, но также требует нового подхода к управлению рисками. Как 
изменится потребительский спрос? Возможно, ли отреагировать на изменения бы-
стрее конкурентов? Какова вероятность неопределенных угроз при использовании 
искусственного интеллекта? Все эти вопросы требуют продуманных стратегиче-
ских решений, основанных на глубоком понимании возможностей технологий. 

Кроме того, быстрое развитие технологий провоцирует усиление конкурен-
ции даже между теми компаниями, которые ранее не считали друг друга конку-
рентами. В таких условиях традиционные бизнес-модели перестают быть эффек-
тивными. Процесс стратегического управления переходит в более динамичную 
плоскость, в которой необходимо оперативно перераспределять ресурсы, искать 
новые рынки и развивать сетевое сотрудничество. При этом необходимо учиты-
вать, что новые технологии создают возможность выхода за пределы существую-
щих отраслей, что приводит к формированию новых конкурентных практик. Так, к 
примеру, многие гиганты традиционных отраслей, таких как автомобилестроение, 
интегрируют технологии искусственного интеллекта и робототехники в свои це-
почки поставок, тем самым изменяя правила конкуренции [8]. 

На уровне возможностей нейронные сети и связанные с ними технологии 
открывают перспективы и в области персонализации услуг и продуктов. Компа-
нии, которые научились эффективно анализировать поведение потребителей, 
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предлагают уникальные решения, повышая ценность для клиентов и лояльность 
потребителей. Однако необходима и значительная социальная ответственность – 
неэтичное использование данных в целях максимизации прибыли приводит к ре-
путационным потерям, что ставит перед стратегическими менеджерами необхо-
димость учета этических аспектов взаимодействия с нейротехнологиями. [6]. 

Робототехника предоставляет возможности для снижения издержек и повы-
шения точности в производственных процессах. Внедряя автоматизированные 
системы, которые работают быстрее и эффективнее, чем человеческие ресурсы, 
компании выигрывают за счет снижения затрат на рабочую силу, однако, разра-
ботка роботизированных возможностей требует научно-исследовательской актив-
ности и значительных капитальных вложений, что доступно далеко не всем участ-
никам рынка. Некоторые компании рискуют остаться позади, если не будут гото-
вы инвестировать в эту сферу на ранних стадиях ее развития [1]. 

Квантовые вычисления, будучи пока недоступными для массового исполь-
зования, также сулят значительные перспективы. Основное их преимущество за-
ключается в увеличении скорости решения сложных задач и обработке неструкту-
рированных данных. К примеру, в контексте логистики квантовые компьютеры 
могут оптимизировать маршруты доставки и цепи поставок с учетом всех возмож-
ных переменных [7]. В фармацевтике квантовые вычисления ускоряют процесс 
разработки препаратов, моделируя молекулы на совершенно новом уровне. Тем не 
менее, здесь возникает вопрос о готовности индустрии к интеграции данной тех-
нологии, так как квантовая инфраструктура, вероятно, будет требовать дополни-
тельных изменений в сетевых и программных протоколах. 

Совокупность всех приведенных факторов указывает на то, что стратегиче-
ское управление должно сместить свои приоритеты в сторону гибкости, иннова-
ционно-технологического лидерства и устойчивости [5]. Традиционные подходы, 
основанные на линейном планировании и долгосрочных прогнозах, в динамически 
развивающейся бизнес-среде, где новые технологии оказывают тектоническое 
влияние на все аспекты работы организаций, теряют свою актуальность. Особенно 
значимой становится культура постоянного обучения, так как в условиях активно-
го внедрения технологий без необходимой подготовки ни один сотрудник, ни одно 
стратегическое решение не могут обеспечить конкурентные преимущества в дол-
госрочной перспективе. 

Таким образом, наступление нового технологического цикла предполагает 
концентрацию на таких аспектах, как идентификация возможностей за счет инно-
ваций, управление данными и использование технологий на всех уровнях органи-
зации. В случае успешной адаптации новые технологии окажутся не только вызо-
вом, но и фундаментом устойчивости в будущем для стратегического управления. 
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Аннотация: В работе рассмотрены области использования рекомендатель-
ных систем. Показано, что рекомендательные системы находят широкое примене-
ние в сферах электронной коммерции, индустрии развлечений, образования, соци-
альных сетей, здравоохранения, туризма и гостиничного бизнеса, финансов. Сде-
лан вывод, что рекомендательные системы — это быстро развивающаяся область, 
где пересекаются инновации, научные исследования и социальные потребности, 
реализация этих систем  в различные сферы человеческой деятельности требует не 
только технических решений, но и глубокого понимания этических, социальных и 
экономических аспектов. 

Ключевые слова: рекомендательная система, потоки данных о продукции, 
электронная коммерция 

 
Введение: Для бизнеса внедрение рекомендательных механизмов означает 

усиленный рост ключевых метрик – прежде всего, увеличение объемов продаж. 
Эффективная система предложений выступает в роли интеллектуального помощ-
ника: она предоставляет покупателю именно то, что, скорее всего, будет им куп-
лено. Такой подход экономит время клиента и в то же время способствует росту 
среднего чека. В пример можем привести онлайн-кинотеатры, где советы о похо-
жих фильмах и сериалах стимулируют повторные посещения, увеличивая уровень 
постоянства аудитории [1]. 

В настоящее время рекомендательные системы наряду с  системами искус-
ственного интеллекта, иными информационными системами [2 - 7] находят широ-
кое использование в разных отраслях народного хозяйства. 

На техническом уровне, рекомендательная система представляет собой 
сложную программу, поддерживаемую обучающимися алгоритмами. Эти алго-
ритмы обрабатывают массивные потоки данных о продукции, пользовательских 
профилях и их поведении. На основе этой информации формируются индивидуа-
лизированные предложения [8 - 11]. Примером такой обработки может служить 
сценарий, когда зритель смотрит фильм в онлайн-кинотеатре, и система в ответ 
предлагает ему список кинопроизведений, выбранный на основе множества пара-
метров: жанров предпочтений, участия актеров, года выпуска, режиссера, а также 
с учётом выбора других зрителей, которых пленил тот же фильм. 

Одной из отраслей использования рекомендательных систем является элек-
тронная коммерция. Электронная коммерция рассматривает все виды онлайн-
сделок, включая покупки, продажи и финансовые операции. Это включает в себя 
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торговые и финансовые операции, а также бизнес-процессы, происходящие в циф-
ровой среде. Перевод денег родственникам, пожертвования на благотворитель-
ность или оформление документов через Интернет — всё это является электрон-
ной коммерцией. 

Примером может служить сценарий, когда система предлагает клиенту то-
вары, часто приобретаемые вместе с уже выбранным продуктом (метод перекре-
стных продаж), или подсказывает альтернативы (допродажа). Например, если по-
купатель добавил в корзину смартфон, система может предложить чехол, фитнес-
браслет или наушники. 

Кроме того, рекомендации помогут справиться с проблемой выбора, учиты-
вая поступающие товары из тысяч или миллионов, доступных на платформе, что 
повышает качество пользовательского опыта, минимизируя затрачиваемое время и 
предоставляя лояльность клиенту [12]. 

Еще одной областью использования рекомендательных систем является ин-
дустрия развлечений. В сфере развлечений рекомендательные системы активно 
применяются для персонализации контента. Стриминговые платформы обеспечи-
вают сложные алгоритмы для создания индивидуальных рекомендаций для филь-
мов, видеороликов, музыки и сериалов. 

Главная задача таких систем — удержание аудитории. Чем точнее рекомен-
дации, тем дольше пользователь остается на платформе. К примеру, Netflix анали-
зирует особенности взаимодействия пользователей с сервисом, включая историю 
просмотров, оценки, выставленные фильмам и сериалам, а также поведение дру-
гих пользователей со схожими предпочтениями. Помимо этого, рассматриваются 
и характеристики самого контента, такие как жанр, категория, актерский. 

Рекомендательные системы в сфере развлечений также играют ключевую 
роль в продвижении нового контента. Анализируя поведение пользователей, 
платформа может предлагать и сериалы, фильмы, которые еще не обрели попу-
лярность, но могут заинтересовать определенную аудиторию. 

Также рекомендательные системы используются в сфере образования. В  
данной области  рекомендательные системы создают индивидуальные направле-
ния обучения, например, такая система может предлагать пользователю новый об-
разовательный контент на основании того, чем он интересовался ранее. С этой це-
лью  система,  используя различные способы нахождения контента, похожего на 
тот, который пользователь уже изучал, или же не столь похожий, но в целом инте-
ресный находит и предлагает его пользователю. Использование таких систем 
обеспечивает повышение мотивации обучающихся, так как они получают доступ к 
наиболее важным функциям и интересным для них ресурсам. 

Социальные сети. В социальных сетях рекомендательные системы исполь-
зуются для формирования новостных лент, подбора друзей, подписок и даже рек-
ламы. Современные социальные сети анализируют взаимодействие пользователей 
с контентом, предлагают посты, которые, вероятно, вызовут у них интерес. 

Особую роль здесь играют алгоритмы, которые строят ленты новостей. Они 
учитывают множество факторов: от количества лайков и комментариев до про-
смотра конкретного контента. Это помогает платформам удерживать пользовате-



Шуршев Т.В. «АНАЛИЗ ОБЛАСТЕЙ ПРИМЕ…» 135 
 
лей, делая их пребывание на сайте или в приложении максимально увлекатель-
ным. 

Рекомендательные системы в сфере здравоохранения пока не получили та-
кого масштабного распространения, как в интернет-бизнесе или торговле, но их 
потенциал весьма значителен. Такие системы и разработанные ими рекомендации 
играют важную роль в сопровождении человека не только в процессе лечения, но 
и в повседневной жизни. Эти технологии помогают поддерживать здоровый образ 
жизни, что особенно актуально в условиях повышенной нагрузки и стресса. Они 
способны отслеживать множество параметров, включая уровень физической ак-
тивности, качество сна, режим питания, а также способствовать отказу от вредных 
привычек, таких как курение или злоупотребление алкоголем. Системы монито-
ринга здоровья могут контролировать уровень стресса и предлагать методы для 
его снижения, такие как дыхательные упражнения или медитации. Основой для 
предоставления рекомендаций являются данные, которые пользователь вводит о 
своем состоянии здоровья, наличии хронических заболеваний, а также о своем ра-
ционе и физической активности в течение дня. Эти данные могут собираться с по-
мощью носимых устройств, таких как «умные» браслеты и часы, которые отсле-
живают физическую активность, количество шагов, а также качество сна. Некото-
рые устройства могут даже анализировать уровень кислорода в крови и другие 
биометрические показатели. На основе индивидуальной статистики и общеприня-
тых медицинских рекомендаций человек получает персонализированные рекомен-
дации по сохранению здоровья. 

Рекомендательные системы используются в сфере гостеприимства. Реко-
мендательные системы в сфере туризма и гостиничного бизнеса помогают клиен-
там находить подходящих гостей, маршруты или услуги на основе их текущего 
месторасположения, предыдущих посещений или отзывов. Примером может быть 
сайт бронирования отелей, который предлагает отели, популярные среди путеше-
ственников. Также система может подобрать экскурсии или предложить посетить 
какую-либо достопримечательность, делая путешествие незабываемым. 

В финансовой отрасли рекомендательные системы применяются для выбора 
кредитных продуктов, дополнительных решений и персонализированных предло-
жений. Банки и финансовые сервисы анализируют транзакции клиентов, их пове-
дение и предпочтения, чтобы предоставлять соответствующие рекомендации. На-
пример, система может предложить подходящую кредитную карту, программу 
страхования или инвестиционный портфель на основе анализа данных о расходах 
и доходах клиента. 

Рекомендательные системы — это быстро развивающаяся область, где пере-
секаются инновации, научные исследования и социальные потребности. Реализа-
ция этих систем  в различные сферы  человеческой деятельности требует не толь-
ко технических решений, но и глубокого понимания этических, социальных и эко-
номических аспектов. 
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Аннотация: Показано, что рекомендательные системы работают на основе 

данных, которые определяют их эффективность. Для создания точных персонали-
зированных систем используются две ключевые группы данных: данные о пользо-
вателях и данные о предпочтительных объектах. Рассмотрены составляющие дан-
ных о пользователях, которые позволяют создавать персонализированные реко-
мендации. Представлено описание данных о предпочтительных объектах  —  это 
информация о товарах, услугах или контенте, которые система предлагает потре-
бителю. 

Ключевые слова: рекомендательная система, данные, данные о пользовате-
лях, данные о предпочтительных объектах. 

 
Введение: Рекомендательные системы находят широкое применение в раз-

личных сферах человеческой деятельности, в том числе в электронной коммерции, 
финансах и других областях. В современном цифровом мире, полном изобилия 
вариантов и выбора, рекомендательные системы становятся проводником, помо-
гающим пользователю ориентироваться среди множества предложений. Когда-то 
лимитированный объем витрины физического магазина сменился на безграничное 
пространство интернет-магазинов с их миллионами товаров. В таком контексте 
рекомендательные алгоритмы служат ценным инструментом для обнаружения 
именно тех товаров, которые наиболее релевантны и востребованы пользователя-
ми. 

Рекомендательные системы [1 -7], как и другие информационные системы [8 
- 14] позволяют повысить эффективность производственных и бизнес-процессов. 

Рекомендательные системы работают на основе данных, которые определя-
ют их эффективность. Для создания точных персонализированных систем исполь-
зуются две ключевые группы данных: данные о пользователях и данные о пред-
почтительных объектах. Эти данные взаимно дополняют друг друга, увеличивая 
точность алгоритмов. 

Данные о пользователях позволяют создавать персонализированные реко-
мендации. Они включают в себя следующую информацию: 

- профили пользователей, в которых содержится базовая информацию о 
пользователе: возраст, пол, местоположение и интересы, 

- история взаимодействий даёт информацию о действия пользователя на 
платформе. Это могут быть: просмотры страниц и клики, история покупок и зака-
зов, оценки и отзывы, а также время, проведенное для просмотра контента, 
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- предпочтения, которые некоторые платформы позволяют пользователям 
самостоятельно выбирать, например, такие интересы, как жанры фильмов, музы-
кальные направления или характеристики товаров. 

Сбор таких данных помогает алгоритмам формировать модели поведения 
пользователей, которые со временем уточняются на основе новых взаимодейст-
вий. Однако для новых клиентов данные могут быть ограничены, что создаст про-
блему «холодного старта». 

Данные о предпочтительных объектах —  это вторая ключевая категория 
данных — информация о товарах, услугах или контенте, которые система предла-
гает потребителю. Эти данные также подразделяются на несколько типов: 

- контентные характеристики — когда каждый объект имеет свой набор черт 
и характеристик, которые сохраняют его свойства, 

- показатели популярности — некоторые объекты могут быть предпочти-
тельными на основе их популярности среди других пользователей, 

- связи между объектами также играют свою роль, например, товары, кото-
рые часто покупаются вместе, могут быть предпочтительными для одного и того 
же потребителя (метод ассоциативных правил). 

Определение необходимых данных для создания точных персонализирован-
ных систем позволит повысить эффективность рекомендательных систем. 
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Аннотация. В работе приводится изучение полного лифта аффинной связно-

сти. Рассматриваются его свойства. Выводятся выражения для компонентов в ин-
дуцированной карте. Свойства тензоров кручения и кривизны для полного лифта 
аффинной связности. Изучается производная Ли от полного лифта аффинной 
связности.  

Ключевые слова: касательное расслоение, вертикальный лифт, полный лифт, 
полный лифт аффинной связности, производная Ли аффинной связности  

 
Введение: Полной лифт аффинной связности является одной из важнейших 

связностей в касательном расслоении. С его помощью строится горизонтальный 
лифт аффинной связности.  

В основу построения положена работа [1]. Определения и свойства взяты в ос-
новном из [1], частично из [2] и [3]. Производная Ли аффинной связности опреде-
ляется как в [4]. Для некоторых объектов свойства дополнены. Детализированы 
доказательства изучаемых свойств. 

 
Полной лифт аффинной связности  
 
Определение 1 (полного лифта аффинной связности). Пусть на многообразии 

M  задана аффинная связность ∇ . Полным лифтом аффинной связности ∇  на-
зывается аффинная связность C∇  на касательном расслоении MT , которая оп-
ределяется правилом  

( )C

CC C
XX

Y Y∇ = ∇   
для произвольных векторных полей X  и Y  на M .  

 
Предложение 1 (о компонентах полного лифта аффинной связности относи-

тельно индуцированной карты). Пусть аффинная связность ∇  в карте ( ); iU u  

имеет компоненты k
j iΓ . Тогда полный лифт C∇  в индуцированной карте 

( )( )1 ; ,i iU x yπ −  имеет компоненты  
k k
j i j iΓ = Γ ,  0k

j iΓ = ,  0k
j iΓ = ,  0k

j iΓ = ,  



Берёзов И.Б. «ПОЛНЫЙ ЛИФТ АФФИННОЙ СВ…» 143 
 

k k
j i j iΓ = ∂Γ ,  k k

j ij iΓ = Γ ,  k k
j ij iΓ = Γ ,  0k

j iΓ = ,     (КА1)  
или в развернутом виде  

C

j

k k
j i j ii k k

x x x y∂
∂

∂ ∂ ∂
∇ = Γ + ∂Γ

∂ ∂ ∂
,  C

j

k
j ii k

x y y∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
,  

C

j

k
j ii k

y x y∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
,    C 0

j
i

y y∂
∂

∂
∇ =

∂
.  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть векторные поля X  и Y  в карте ( ); iU u  имеют раз-

ложение j
jX X

u
∂

=
∂

 и i
iY Y

u
∂

=
∂

. Тогда в индуцированной карте ( )( )1 ; ,i iU x yπ −   

C j j
j jX X X

x y
∂ ∂

= + ∂
∂ ∂

,   C i i
i iY Y Y

x y
∂ ∂

= + ∂
∂ ∂

.  

Тогда  
C

C C C C C C C C
j j j j

j j j j
X X X X X

x y x y

Y Y Y Y∂ ∂ ∂ ∂
+∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

∇ = ∇ =∇ +∇ =   

C C C C

j j

j j

x y

X Y X Y∂ ∂
∂ ∂

= ∇ + ∂ ∇ =   

C C

j j

j i i j i i
i i i i

x y

X Y Y X Y Y
x y x y∂ ∂

∂ ∂

   ∂ ∂ ∂ ∂
= ∇ + ∂ + ∂ ∇ + ∂ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

  

C C

j j

j i j i
i i

x x

X Y X Y
x y∂ ∂

∂ ∂

 ∂ ∂ = ∇ + ∇ ∂ +   ∂ ∂   
  

C C

j j

j i j i
i i

y y

X Y X Y
x y∂ ∂

∂ ∂

 ∂ ∂ +∂ ∇ + ∂ ∇ ∂ =   ∂ ∂   
  

C

j

j i i
j i i

x

X Y Y
x x x∂

∂

 ∂ ∂ ∂ = + ∇ +   ∂ ∂ ∂  
  

C

j

j i i
j i i

x

X Y Y
x y y∂

∂

 ∂ ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∇ +   ∂ ∂ ∂  
 

C

j

j i i
j i i

y

X Y Y
y x x∂

∂

  ∂ ∂ ∂
+∂ + ∇ +   ∂ ∂ ∂  

  

C

j

j i i
j i i

y

X Y Y
y y y∂

∂

  ∂ ∂ ∂
+∂ ∂ + ∂ ∇ =   ∂ ∂ ∂  

  

C

j

k
j i

j k i
x

YX Y
x x x∂

∂

 ∂ ∂ ∂
= + ∇ +  ∂ ∂ ∂ 

  

C

j

k
j i

j k i
x

YX y Y
x u y y

α
α ∂

∂

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∇ +    ∂ ∂ ∂ ∂   
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C

j

k
j i

j k i
y

YX Y
y x x∂

∂

  ∂ ∂ ∂
+∂ + ∇ +   ∂ ∂ ∂  

  

C

j

k
j i

j k i
y

YX y Y
y u y y

α
α ∂

∂

   ∂ ∂ ∂ ∂
+∂ + ∂ ∇    ∂ ∂ ∂ ∂   

.  

Поскольку  
k k

j j
Y Y
x u

∂ ∂
=

∂ ∂
,   

2k k

j j
Y Yy y

x u u u
α α

α α

 ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ ∂ ∂ 

,   0
k

j
Y
y

∂
=

∂
,  

k k k k

jj j j
Y y Y Y Yy

y u y u u u

α
α α

α α αδ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

то  

C

2
C C C C

j j

k k
j i i

j k j k i iX
x x

Y YY X y Y Y
u x u u y x y

α
α ∂ ∂

∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + ∇ + ∂ ∇ +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

C C

j j

k
j i i

i j k i
y y

YX Y Y
x u y y∂ ∂

∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
+∂ ∇ + + ∂ ∇  ∂ ∂ ∂ ∂ 

.  

Поскольку  
C

j

k k
j i j ii k k

x x x y∂
∂

∂ ∂ ∂
∇ = Γ + Γ

∂ ∂ ∂
  ,   C

j

k k
j i j ii k k

x y x y∂
∂

∂ ∂ ∂
∇ = Γ + Γ

∂ ∂ ∂
  ,  

C

j

k k
j i j ii k k

y x x y∂
∂

∂ ∂ ∂
∇ = Γ + Γ

∂ ∂ ∂
  ,   C

j

k k
j i j ii k k

y y x y∂
∂

∂ ∂ ∂
∇ = Γ + Γ

∂ ∂ ∂
  ,  

то  

C

2
C C

k k
j j

j k j kX

Y YY X X y
u x u u y

α
α

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

j i k k j i k k
j i j i j i j ik k k kX Y X Y

x y x y
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ Γ + Γ + ∂ Γ + Γ +   ∂ ∂ ∂ ∂   
     

k
j i k k j

j i j ik k j k
YX Y X

x y u y
 ∂ ∂ ∂ ∂

+∂ Γ + Γ + ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ 
    

j i k k
j i j ik kX Y

x y
 ∂ ∂

+∂ ∂ Γ + Γ = ∂ ∂ 
  . 

2k k
j j

j k j k
Y YX X y
u x u u y

α
α

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

j i k j i k j i k j i k
j i j i j i j ik k k kX Y X Y X Y X Y

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ Γ + Γ + ∂ Γ + ∂ Γ +
∂ ∂ ∂ ∂

     

k
j i k j i k j

j i j ik k j k
YX Y X Y X

x y u y
∂ ∂ ∂ ∂

+∂ Γ + ∂ Γ + ∂ +
∂ ∂ ∂ ∂
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j i k j i k
j i j ik kX Y X Y

x y
∂ ∂

+∂ ∂ Γ + ∂ ∂ Γ =
∂ ∂

    

k
j j i k j i k j i k j i k

j i j i j i j ij k
YX X Y X Y X Y X Y
u x

 ∂ ∂
= + Γ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ ∂ Γ + ∂ ∂ 

      

2 k
j j i k j i k j i k

j i j i j ij
YX y X Y X Y X Y

u u
α

α

 ∂
+ + Γ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ ∂

     

k
j j i k

j ij k
YX X Y
u y

∂ ∂
+∂ + ∂ ∂ Γ ∂ ∂

 .  

С другой стороны, беря полный лифт от обеих частей равенства  
k

j k i
X j ij k

YY X Y
u u

 ∂ ∂
∇ = + Γ ∂ ∂ 

,  

получим  

( )
C

C
k

j k i
X j ij k

YY X Y
u u

  ∂ ∂
∇ = + Γ =  ∂ ∂  

  

C VV Ck k
j k i j k i

j i j ij k j k
Y YX Y X Y
u u u u

      ∂ ∂ ∂ ∂   = + Γ + + Γ =         ∂ ∂ ∂ ∂         
  

k k
j k i j k i

j i j ij j k
Y YX Y X Y
u u y

    ∂ ∂ ∂
= ∂ + Γ + ∂ + Γ +    ∂ ∂ ∂    

  

k
j k i

j ij k
YX Y
u x

  ∂ ∂
+ + Γ =  ∂ ∂  

  

2k k
j j k i j j k i j k i

j i j i j ij j k
Y YX X Y X y X Y X Y
u u u y

α
α

 ∂ ∂ ∂
= ∂ + ∂ Γ + + ∂Γ + Γ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

k
j j k i

j ij k
YX X Y
u x

 ∂ ∂
+ + Γ ∂ ∂ 

.  

Сопоставляя правые части полученных равенств, получаем  
k k

j j i k j i k j i k j i k j j k i
j i j ij i j i j ij j

Y YX X Y X Y X Y X Y X X Y
u u

∂ ∂
+ Γ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ ∂ Γ = + Γ

∂ ∂
    ,  

2 k k
j j i k j i k j i k j j i k

j i j i j i j ij j
Y YX y X Y X Y X Y X X Y

u u u
α

α

∂ ∂
+ Γ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ + ∂ ∂ Γ =

∂ ∂ ∂
      

2k k
j j k i j j k i j k i

j i j i j ij j
Y YX X Y X y X Y X Y
u u u

α
α

∂ ∂
= ∂ + ∂ Γ + + ∂Γ + Γ ∂

∂ ∂ ∂
,  

что равносильно равенствам  
( ) 0j i k k j i k j i k j i k

j i j i j i j i j iX Y X Y X Y X YΓ −Γ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ ∂ Γ =    ,    (АФ5)  

( ) ( ) ( ) 0j i k k j i k k j i k k j i k
j i j i j i j ij i j i j iX Y X Y X Y X YΓ − ∂Γ + ∂ Γ − Γ + ∂ Γ − Γ + ∂ ∂ Γ =    .  
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Определим функции jX  и iY  правилом: j jX ηδ=  и i iY ιδ=  в окрестности точки 

p , являющейся частью U , и 0jX =  и 0iY =  вне U . Тогда  

0 0
jj

j XX y y y
u u

ηα α α
α α

δ∂∂
∂ = = = ⋅ =

∂ ∂
  

и  

0 0
j i

i YY y y y
u u

α α αι
α α

δ∂ ∂
∂ = = = ⋅ =

∂ ∂
.  

Тогда данные равенства примут вид  
( ) 0 0 0 0 0j i k k j k i k k

j i j i j i j i j iη ι η ιδ δ δ δΓ − Γ + ⋅ ⋅Γ + ⋅ Γ + ⋅ ⋅Γ =    ,  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0j i k k j k k i k k k
j i j i j i j ij i j i j iη ι η ιδ δ δ δΓ − ∂Γ + ⋅ ⋅ Γ − Γ + ⋅ Γ − Γ + ⋅ ⋅Γ =    ,  

то есть 0k k
η ι η ιΓ − Γ = , 0k k

η ι η ιΓ − ∂Γ = , что равносильно равенствам  
k k
j i j iΓ = Γ    и   k k

j i j iΓ = ∂Γ .  
Таким образом, равенства (АФ5) примут вид  

0j i k j i k j i k
j i j i j iX Y X Y X Y∂ Γ + ∂ Γ + ∂ ∂ Γ =   ,     (АФ6)  

( ) ( ) 0j i k k j i k k j i k
j i j ij i j i j iX Y X Y X Y∂ Γ − Γ + ∂ Γ − Γ + ∂ ∂ Γ =   .  

Теперь определим функции jX  и iY  правилом: j jX ηδ=  и 
1

n
i iY y uλ λ

ι
λ

δ
=

= ∑  в ок-

рестности точки p , являющейся частью U , и 0jX =  и 0iY =  вне U . Тогда  

0 0
jj

j XX y y y
u u

ηα α α
α α

δ∂∂
∂ = = = ⋅ =

∂ ∂
  

и  

1

1

n
i

j n
i i

y u
Y uY y y y y
u u u

λ λ
ι λ

α α α λλ
ια α α
λ

δ
δ=

=

 
∂ ∂ ∂ ∂ = = = =

∂ ∂ ∂

∑
∑   

2

1

n
i i iy y y y yα λ λ α α
ι α ι ι
λ

δ δ δ δ
=

= = =∑ .  

В таком случае, равенства (АФ6) примут вид  
2 0 0 0j i k i k i k

j i j i j iy Y Yη ιδ δ Γ + ⋅ Γ + ⋅∂ Γ =   ,  

( ) ( )2 0 0 0j i k k i k k i k
j i j ij i j i j iy Y Yη ιδ δ Γ − Γ + ⋅ Γ − Γ + ⋅∂ Γ =   ,  

что дает равенства 0k
η ιΓ = , 0k k

η ι η ιΓ − Γ = , то есть  
0k

j iΓ = ,   k k
j ij iΓ = Γ .  

Значит равенства (АФ6) примут вид  
( ) 0j i k i k

j i j iX Y Y∂ Γ + ∂ Γ =  ,       (АФ8)  

( )( ) 0j i k k i k
j ij i j iX Y Y∂ Γ − Γ + ∂ Γ =  . 
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Определим функции jX  правилом 
1

n
j jX y uλ λ

η
λ

δ
=

= ∑  в окрестности точки p , яв-

ляющейся частью U , и 0jX =  вне U . Тогда  

1

1

n
j

j n
j j

y u
X uX y y y y
u u u

λ λ
η λ

α α α λλ
ηα α α

λ

δ
δ=

=

 
∂ ∂ ∂ ∂ = = = =

∂ ∂ ∂

∑
∑   

2

1

n
j j jy y y y yα λ λ α α
η α η η

λ

δ δ δ δ
=

= = =∑ .  

С учетом этого, равенства (АФ8) примут вид  
( )2 0j i k i k

j i j iy Y Yηδ Γ + ∂ Γ =  ,  

( )( )2 0j i k k i k
j ij i j iy Y Yηδ Γ − Γ + ∂ Γ =  ,  

что приводит к равенствам  
0i k i k

j i j iY YΓ + ∂ Γ =  ,   ( ) 0i k k i k
j ij i j iY YΓ −Γ + ∂ Γ =  .   (АФ9)  

Проводя подобные рассуждения, приходим к равенствам  
0k

j iΓ = ,   0k
j iΓ = ,   k k

j ij iΓ = Γ ,   0k
j iΓ = .  

 
Предложение 2 (о компонентах ковариантной производной индуцированных 

координатных форм относительно полного лифта аффинной связности). Пусть 
аффинная связность ∇  в карте ( ); iU u  имеет компоненты k

j iΓ . Тогда в индуциро-

ванной карте ( )( )1 ; ,i iU x yπ −  имеют место равенства  
C

j

i i l
j l

x

dx dx∂
∂

∇ = −Γ ,  C

j

i i l i l
j l j l

x

dy dx dy∂
∂

∇ = −∂Γ − Γ ,  

C 0
j

i

y

dx∂
∂

∇ = ,   C

j

i i l
j l

y

dy dx∂
∂

∇ = −Γ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая определение ( )( ) ( )( ) ( )X XY X Y Yω ω ω∇ = − ∇  
ковариантной производной Xω∇  ковекторного поля ω , получим выражения для 
компонентов ковариантной производной координатных форм относительно связ-
ности полного лифта. Именно  

C C

j j

i i i
k j k k

x x

dx dx dx
x x x x∂ ∂

∂ ∂

   ∂ ∂  ∂  ∂   ∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       
  

i
i l l l i l ik

j k j k j k j kj l l l ldx dx dx
x x y x y
δ    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − Γ + ∂Γ = −Γ − ∂Γ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

0l i l i i l i l
j k l j k j k j l k j l kdx

x
δ δ ∂ = −Γ − ∂Γ ⋅ = −Γ = −Γ = −Γ  ∂ 

,  

C C

j j

i i i
k j k k

x x

dx dx dx
y x y y∂ ∂

∂ ∂

       ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       
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0 0i l l i i l
j k j k j lj l l kdx dx dx

x y y y
     ∂ ∂ ∂ ∂

= − Γ = −Γ = = −Γ     ∂ ∂ ∂ ∂     
.  

Сопоставляя данные равенства, получим  
C

j

i i l
j l

x

dx dx∂
∂

∇ = −Γ .  

Подобным образом  
C C

j j

i i i
k j k k

x x

dy dy dy
x x x x∂ ∂

∂ ∂

   ∂ ∂  ∂  ∂   ∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       
  

0 i l l l i l i
j k j k j k j kj l l l ldy dy dy

x x y x y
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − Γ + ∂Γ = −Γ − ∂Γ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

0l l i i i l i l
j k j k l j k j l k j l kdx

x
δ δ ∂ = −Γ ⋅ − ∂Γ = −∂Γ = −∂Γ = −∂Γ = ∂ 

  

( )i l i l i l i l
j l j l j l j lk k kdx dy dx dy

x x x
∂ ∂ ∂     = −∂Γ − Γ = −∂Γ − Γ     ∂ ∂ ∂     

,  

C C

j j

i i i
k j k k

x x

dy dy dy
y x y y∂ ∂

∂ ∂

       ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       

  

i
i l l i l i ik

j k j k j k l j kj l ldy dy
x y y
δ δ

   ∂ ∂ ∂
= − Γ = −Γ = −Γ = −Γ =   ∂ ∂ ∂   

  

i l i l i l i l
j l k j l j l j lk k kdy dx dy

y y y
δ

     ∂ ∂ ∂
= −Γ = −Γ = −∂Γ − Γ =     ∂ ∂ ∂     

  

( )i l i l
j l j l kdx dy

y
 ∂

= −∂Γ − Γ  ∂ 
.  

Сопоставляя данные равенства, получим  
C

j

i i l i l
j l j l

x

dy dx dy∂
∂

∇ = −∂Γ − Γ .  

Аналогично  

C C

j j

i i i
k j k k

y y

dx dx dx
x y x x∂ ∂

∂ ∂

   ∂ ∂  ∂  ∂   ∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       
  

0 0
i

i l l i lk
j k j k j kj l ldx dx

y y y
δ    ∂ ∂ ∂

= − Γ = −Γ = −Γ ⋅ =   ∂ ∂ ∂   
,  

C C

j j

i i i
k j k k

y y

dx dx dx
y y y y∂ ∂

∂ ∂

       ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       

  

( )0 0
i

ik
j dy

y
δ∂

= − =
∂

,  

что влечет равенство  
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C 0
j

i

y

dx∂
∂

∇ = .  

И в заключении, проводя подобные выкладки, обнаруживаем  

C C

j j

i i i
k j k k

y y

dy dy dy
x y x x∂ ∂

∂ ∂

   ∂ ∂  ∂  ∂   ∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       
  

0 i l l i l i i
j k j k j k l j kj l ldy dy

y y y
δ

   ∂ ∂ ∂
= − Γ = −Γ = −Γ = −Γ =   ∂ ∂ ∂   

  

i l
j l kdx

x
∂ = −Γ  ∂ 

,  

C C

j j

i i i
k j k k

y y

dy dy dy
y y y y∂ ∂

∂ ∂

       ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       

  

( )0 0
i

i i lk
j lj kdy dx

y y
δ  ∂ ∂

= − = = −Γ  ∂ ∂ 
,  

что влечет равенство  
C

j

i i l
j l

y

dy dx∂
∂

∇ = −Γ .  

 
Предложение 3 (о кручении и кривизне полного лифта аффинной связности). 

Если T  и R  являются тензорами кривизны и кручения аффинной связности ∇  
соответственно, то их полные лифты CT  и CR  являются соответственно тен-
зорами кручения и кривизны полного лифта аффинной связности C∇ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть T  и R  являются тензорами кривизны и кручения 
полного лифта аффинной связности C∇ . Для произвольных гладких векторных 
полей X  и Y  на M  имеем  

( ) ( ) ( ) [ ]C C

CC CC C C C C C C C, , ,X YX Y
T X Y Y X X Y Y X X Y = ∇ −∇ − = ∇ − ∇ − = 
   

( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( )C C C C C, , ,X YY X X Y T X Y T X Y= ∇ − ∇ − = = ,  
что влечет равенство CT T= . Подобным образом для тензора кривизны. Пусть X , 
Y  и Z  произвольные гладкие векторные поля на M . Тогда  

( ) C C C C C C
C C C C C C C C C C C

,
,

X Y Y X X Y
R X Y Z Z Z Z 

 
= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ =   

( ) ( ) [ ]C C C

C CC C C C
,Y XX Y X Y

Z Z Z=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ =   

( )( ) ( )( ) [ ]( )CC C

,X Y Y X X YZ Z Z= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ =   

( )( ) ( )( ) [ ]( )( )C

,X Y Y X X YZ Z Z= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ =   

( )( ) ( )C C C C C, ,R X Y Z R X Y Z= = ,  
что дает равенство CR R= .  
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Предложение 4 (о тензоре аффинной деформации полных лифтов аффинной 

связности). Пусть P  – тензор аффинной деформации аффинных связностей ∇  и 
∇ , заданных на многообразии M . Тогда полный лифт CP  является тензором 
аффинной деформации полных лифтов C∇  и C∇  аффинных связностей ∇  и ∇ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P  – тензор аффинной деформации полных лифтов 
C∇  и C∇  аффинных связностей ∇  и ∇ . Тогда по определению, для произвольных 

гладких векторных полей X  и Y  на M  имеем  

( ) ( ) ( ) ( )C C

C CCC C C C C C, X X X XX X
P X Y Y Y Y Y Y Y=∇ −∇ = ∇ − ∇ = ∇ −∇ =   

( ) ( )C C C C, ,P X Y P X Y= = ,  
откуда следует равенство CP P= .  

 
 
Предложение 5 (свойства полного лифта аффинной связности).  
(1) Для произвольного тензорного поля ( )Tr

sT M∈  и векторного поля 
( )XX M∈  выполняется равенство  

( )C

CC C
XX

T T∇ = ∇ ,   ( )V

VC C
XX

T T∇ = ∇ .  
(2) Для произвольного тензорного поля ( )Tr

sT M∈  выполняется равенство  

( )CC CT T∇ = ∇ .  
(3) Для произвольного тензорного поля ( )Tr

sT M∈  и векторного поля 
( )XX M∈  выполняется равенство  

( )C

VC V
XX

T T∇ = ∇ ,  V
C V 0
X

T∇ = .  
(4) Для произвольного тензорного поля ( )Tr

sT M∈  выполняется равенство  

( )VC VT T∇ = ∇ .  
 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть тензорное поле ( )Tr

sP M∈  имеет в координат-

ной окрестности U  разложение 1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

. Тогда 

полный лифт CP  в индуцированной координатной окрестности имеет разложение  
1 1

1 1

...C
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P dx dx

y y
∂ ∂

= ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂

  

1 1

1 1

... ... V
...

1
... ... ...r s

s r

r
i i i jj
j j ii iP dx dx

y x y
α

α
α=

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V
... ...

1
... ... ... sr

s r

s
j ji i j

j j j i iP dx dy dx
y y

β

β
β =

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂∑ .  

Учитывая свойства ковариантной производной тензорного поля, получим  
( )1

1 1

1

...
...C C ... ...

r

s s

r
j

i i
j j jj

i ij
x

y P
P dx dx

x y y

ρ
ρ

∂
∂

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂
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1 1

1 1

... C
... ... ... ...sr

s r
j

ji i j
j j i i

x

P dx dx
y y∂

∂

∂ ∂
+∂ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂
  

1 1

1 1

... C
... ... ... sr

s r
j

ji i j
j j i i

x

P dx dx
y y∂

∂

∂ ∂
+∂ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂
  

1 1

1 1

... C
... ... ... ...sr

s r
j

ji i j
j j i i

x

P dx dx
y y ∂

∂

∂ ∂
+∂ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂
  

1 1

1 1

... C
... ... ... sr

s r
j

ji i j
j j i i

x

P dx dx
y y ∂

∂

∂ ∂
+∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ +

∂ ∂
  

1

1 1

1

V... ...
...

1
... ... ...

r

s s

r

i i ir
j j jj

ii ij

P
dx dx

x y x y

α

α
α=

∂ ∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V C
...

1
... ... ... ...r s

s r
j

r
i i i jj
j j ii i

x

P dx dx
y x y

α

α
α

∂
= ∂

∂ ∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V C
...

1
... ... ... ...r s

s r
j

r
i i i jj
j j ii i

x

P dx dx
y x y

α

α
α

∂
= ∂

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V C
...

1
... ... ...r s

s r
j

r
i i i jj
j j ii i

x

P dx dx
y x y

α

α
α

∂
= ∂

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V C
...

1
... ... ... ...r s

s r
j

r
i i i jj
j j ii i

x

P dx dx
y x y

α

α
α

∂
= ∂

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V C
...

1
... ... ...r s

s r
j

r
i i i jj
j j ii i

x

P dx dx
y x y

α

α
α

∂
= ∂

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ +

∂ ∂ ∂∑   

1

1 1

1

V...
... ...

1
... ... ...

r

s s

r

i is
j j j j jj

i ij

P
dx dy dx

x y y
β β

β =

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V C
... ...

1
... ... ... ...sr

s r
j

s
j ji i j

j j j i i
x

P dx dy dx
y y

β

β
β

∂
= ∂

∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V C
... ...

1
... ... ... sr

s r
j

s
j ji i j

j j j i i
x

P dx dy dx
y y

β

β
β

∂
= ∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V C
... ...

1
... ... ... ...sr

s r
j

s
j ji i j

j j j i i
x

P dx dy dx
y y

β

β
β

∂
= ∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V C
... ...

1
... ... ... ...sr

s r
j

s
j ji i j

j j j i i
x

P dx dy dx
y y

β

β
β

∂
= ∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V C
... ...

1
... ... ... sr

s r
j

s
j ji i j

j j j i i
x

P dx dy dx
y y

β

β
β

∂
= ∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =

∂ ∂∑   

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j j i iy P dx dx

y y
ρ

ρ
∂ ∂

= ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... ...sr

s r

ji i j
j j j i iP dx dx

y y
σ

σ
∂ ∂

+∂ Γ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +
∂ ∂
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1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j ji iP dx dx

y y
σ

σ
∂ ∂

+∂ ⊗ ⊗Γ ⊗ ⊗ ⊗ −
∂ ∂

  

1 1

11

...
... ... ... ...sr

s r

ji i j
j j ji iP dx dx

y y
σ

σ
∂ ∂

−∂ ⊗ ⊗ ⊗Γ ⊗ ⊗ − −
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

sr

ji i j
j j ji iP dx dx

y y
σ

σ
∂ ∂

−∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗Γ +
∂ ∂

  

1

1 1

1

V... ...
...

1
... ... ...

r

s s

r

i i ir
j j jj

ii ij

P
dx dx

x y x y

α

α
α=

∂ ∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V
...

1
... ... ... ...r s

s r

r
i i ji j

j j j ii iP dx dx
y x y

α

α

σ
σ

α=

∂ ∂ ∂
+ Γ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... ... V
...

1
... ... ... ...sr

s r

r
i ji i j

j j j ii iP dx dx
y x y

α

α

σ
σ

α=

∂ ∂ ∂
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С учетом этого, обнаруживаем из равенств (CLAC1) и (CLAC2)  
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С другой стороны, ковариантная производная имеет разложение  
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Сопоставляя равенства (CLAC3) и (CLAC4), получим  
( )C
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Подобным образом, из равенств (CLAC1) и (CLAC2) обнаруживаем  
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Также из свойства 5 вертикального лифта тензорного поля  
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Сопоставляя равенства (CLAC5) и (CLAC6) приходим к равенству  
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VC C
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P P∇ = ∇ .  
 
(2) С одной стороны, имеем  

C C C C C C

j j

j j

x y

P P dx P dy∂ ∂
∂ ∂

∇ = ∇ ⊗ +∇ ⊗ =   

( )1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j j
j j j i iP dx dx dx

y y
∂ ∂

= ∂ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂

  



Берёзов И.Б. «ПОЛНЫЙ ЛИФТ АФФИННОЙ СВ…» 159 
 

1 1

1 1

... ...
...

1
... ... ...r s

s r

r
i i i jj j

j j j ii iP dx dx dx
y x y

α

α
α=

∂ ∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

...
... ...

1
... ... ... sr

s r

s
j ji i j j

j j j j i iP dx dy dx dx
y y

β

β
β =

∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂∑   

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j j
j j j i iP dx dx dy

y y
∂ ∂

+∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

  

( ) 11 1

1 1 1

...
... ... ... s sr

s s r

j ji i j
j j j i iP dx dx dx

y y
+

+

∂ ∂
= ∂ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂
  

1 11

1 1 1

... ...
...

1
... ... ...r s s

s s r

r
i i i j jj

j j j ii iP dx dx dx
y x y

α

α
α

+

+
=

∂ ∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

11 1

1 1 1

1
...
... ...

1
... ... ... s sr

s s r

s
j j ji i j

j j j j i iP dx dy dx dx
y y

β

β
β

+

+

+

=

∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂∑ .  (CLAC7)  

С другой стороны, так как ковариантный дифференциал имеет разложение  
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то его полный лифт, согласно свойству 5 полного лифта тензорного поля, имеет 
разложение  
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Сопоставляя равенства (CLAC7) и (CLAC8), получим требуемое.  
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Применяя правила ковариантного дифференцирования, получим  
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Подобным образом  
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.  (CLAC10)  

В таком случае, учитывая равенства (CLAC9) и (CLAC10), обнаруживаем  
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С другой стороны, вертикальный лифт ковариантной производной тензорного 
поля  
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согласно свойству 5 вертикального лифта тензорного поля, имеет разложение  
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Сопоставляя равенства (CLAC11) и (CLAC12), получим требуемое.  
В таком случае, учитывая равенства (CLAC9) и (CLAC10), обнаруживаем  
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(4) Очевидно  
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С другой стороны, вертикальный лифт ковариантного дифференциала тензор-
ного поля  
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имеет разложение  
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Сопоставляя последние равенства, получаем требуемое.  
 
Определение 2 (производной Ли от аффинной связности). Производная Ли от 

аффинной связности ∇  относительно векторного поля X , определяется как 
тензорное поле ( )1

2TX M∇∈L  правилом  
( )( ) ( ) ( ) [ ],,X X Y Y X X YY Z Z Z Z∇ = ∇ −∇ −∇L L L ,    (PL0)  

для произвольных векторных полей ( ), XY Z M∈ .  
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Предложение 6 (о производной Ли от полного лифта аффинной связности). 

Для произвольного векторного поля X  на аффинно-связном пространстве ( ),M ∇  
выполняются равенства  

( )V

VC
XX

∇ = ∇L L ,   ( )C

CC
XX

∇ = ∇L L .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению производной Ли от аффинной связности, 

полного лифта аффинной связности, а также свойств производной Ли вертикаль-
ного и полного лифта тензорного поля по вертикальному и полному лифту век-
торного поля, имеем  

( )( ) ( ) ( )V V C C V V C
C C C C C C C C C

,
,

X X Y Y X X Y
Y Z Z Z Z 

 
∇ = ∇ −∇ −∇ =L L L   

( )( ) ( )( ) [ ]V C V

C VC C C
,Y XX Y X Y

Z Z Z= ∇ −∇ −∇ =L L   

( )( ) ( )( ) [ ]( )VV V

,X Y Y X X YZ Z Z= ∇ − ∇ − ∇ =L L   

( ) ( ) [ ]( )V

,X Y Y X X YZ Z Z= ∇ −∇ −∇ =L L   

( )( )( ) ( ) ( )V V C C, ,X XY Z Y Z= ∇ = ∇L L ,  
что влечет первое равенство. Подобным образом  

( )( ) ( ) ( )C C C C C C C
C C C C C C C C C

,
,

X X Y Y X X Y
Y Z Z Z Z 

 
∇ = ∇ −∇ −∇ =L L L   

( ) ( )( ) [ ]C C C

C CC C C
,Y XX Y X Y

Z Z Z= ∇ −∇ −∇ =L L   

( )( ) ( )( ) [ ]( )CC C

,X Y Y X X YZ Z Z= ∇ − ∇ − ∇ =L L   

( ) ( ) [ ]( )C

,X Y Y X X YZ Z Z= ∇ −∇ −∇ =L L   

( )( )( ) ( ) ( )C C C C, ,X XY Z Y Z= ∇ = ∇L L ,  
что завершает доказательство.  
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УДК 514.7  

КОВАРИАНТНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  
АЛГЕБРЫ ПОЛЕЙ СМЕШАННЫХ ТЕНЗОРОВ  

 
Зубрилин К.М., канд. физ.-мат. наук, и. о. зав. кафедры  

математических и естественнонаучных дисциплин 
филиал ФГБОУ ВО «Керченский государственный морской 

технологический университет» в г. Феодосия 
 

Аннотация. В работе рассматривается смешанные тензоры и их поля. На 
алгебре смешанных тензорных полей, заданных вдоль кривой, определяются и 
изучаются параллельные поля смешанных тензоров. С их помощью вводится в 
рассмотрение понятие ковариантной производной в смысле Ван-дер Вардена – 
Бортолоти поля смешанных тензоров. Изучаются ее свойства. Это понятие обоб-
щается до понятия смешанной ковариантной производной в направлении вектор-
ного поля. Обнаруживается свойства этой производной. Определяется смешанный 
ковариантный дифференциал, и исследуются его свойства.  

Для гладкого отображения определяются тензор аффинной деформации и 
тензор r -ой аффинной деформации. Получено выражение для векторов кривиз 
кривой-образа геодезической. Рассматриваются уплащенные отображения.  

Ключевые слова: смешанный тензор, параллельное поле смешанных тензо-
ров вдоль кривой, ковариантная производная в смысле Ван-дер Вардена – Борто-
лоти поля смешанных тензоров, смешанный ковариантный дифференциал, векто-
ра кривиз кривой, тензор аффинной деформации, уплащенное отображение  

 
Введение: К инструментам исследования уплощенной геометрии относятся 

поля смешанных тензоров, ковариантная производная в смысле Ван-дер Вардена 
этих полей и смешанный ковариантный дифференциал. Смешанный тензор опре-
деляется так же как определяется обычный тензор в [1]. Поля смешанных тензоров 
отождествляются с полилинеными отображениями соответствующих модулей по-
добно тому, как отождествляются поля обычных тензоров с полилинейными ото-
бражениями соответствующих модулей в [2]. Параллельные поля смешанных тен-
зоров вдоль кривой определяются аналогично понятию паралельного поля обыч-
ных тензоров вдоль кривой в [3]. Ковариантная производная в смысле Ван-дер 
Вардена поля смешанных тензоров вдоль кривой определяются как предел разно-
стоного отношения, подобно тому, как определяется ковариантная производная 
поля обычных тензоров вдоль кривой в [2]. По той же схеме как в [2] строится 
смешанная ковариантная производная в направлении векторного поля и смешан-
ный ковариантный дифференциал. Основные идеи уплощенной геометрии приво-
дятся в [4-6].  

 
1. Смешанные тензоры и их поля  
 
1.1. Определение смешанного тензора  
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Пусть E  и F  два линейных пространства над полем  , *E  и *F  сопряжен-

ные им пространства соотвественно. Под смешанным тензором общего типа 
,
,

r k
s l

 
 
 

 

понимается вектор из тензорного произведения:  
( ), * * * *

, , ... ... ... ...Tr k
s l

r s k l

E F E E E E F F F F= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
   

, 

которое представляет собой линейное пространство над  . Базис этого линей-
ного пространства образуют разложимые тензоры:  

1 1

1 1
... ... ... ...s l

r k

jj
i ia a a a b b b bββ

α α⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

где ( ) 1,i i n
a a

=
=  – базис пространства E , ( )*

1,

j

j n
a a

=
=  – сопряженный ему базис 

(базис сопряженного пространства *E ), ( ) 1,l l m
b b

=
=  – базис пространства F , и 

( )*

1,

j

j m
b b

=
=  – сопряженный ему базис (базис сопряженного пространства *F ). 

Очевидно, согласно ассоциативности тензорного произведения линейных про-
странств, справедливо равенство  

( ) ( ) ( ),
, ,T T Tr k r k

s l s lE F E F= ⊗ . 
Пусть тензор T  из ( ),

, ,Tr k
s l E F  имеет компоненты 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
j jT α α

β β  относительно 
базиса  

1 1

1 1
... ... ... ...s l

r k

jj
i ia a a a b b b bββ

α α⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
то есть  

1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ... ... ...r k s l

s l r k

i i jj
j j i iT T a a a a b b b bα α ββ

β β α α= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  

Пусть ( ) 1,i i n
a a ′ ′=
=  – еще один базис пространства E , ( )* *

1,

j

j n
a a ′

′=
=  – ему 

сопряженный базис пространства *E , ( )
1,i i m

b b ′ ′=
=  – еще один базис пространства 

F, ( )*

1,

j

j m
b b ′

′=
=  – ему сопряженный базис пространства F*. Пусть ( )

, 1

n ni
i i i

A
×⋅

′ ′=
=A  – 

матрица перехода от базиса a  к базису a  и ( )
, 1

m mj
j j j

B
×⋅

′ ′=
=B  – матрица перехода от 

базиса b  к b . Тогда  
i

i i ia A a⋅
′ ′= ,    b B bα

α α α
⋅

′ ′=   

Пусть ( )T 1

, ' 1

n nj
j j j

A
×−

′⋅ =
=A  – матрица перехода от базиса *a  к базису *a  

( )T 1

, 1

m mj
j j j

B
×−

′⋅ ′=
=B  – матрица перехода от базиса *b  к базису *b . Очевидно  

j j j
ja A a′ ′

⋅= ,   b B bβ β β
β

′ ′
⋅= .  

Пусть тензор T  имеет компоненты 1 1

1 1

... ...
... ...

r k

s l

i i
j jT α α

β β
′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′  относительно базиса  

1 1

1 1
... ... ... ...s l

r k

jj
i ia a a a b b b bββ

α α
′ ′′ ′

′ ′ ′ ′⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
то есть  
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1 1 1 1

1 1 1 1

... ...
... ... ... ... ... ...r k s l

s l r k

i i jj
j j i iT T a a a a b b b bα α ββ

β β α α
′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ . 

Подставляя сюда выражения для векторов , , ,j
ia a b b β

α
′ ′

′ ′ , получим  
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ...r k s sr

s l r r s

i i j ji i j j
j j i i i i j jT T A a A a A a A aα α

β β
′ ′ ′ ′ ′′⋅ ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ⋅ ⋅= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  

1 1 1

1 1 1
... ...k l l

k k l
B b B b B b B bα β βα β β
α α α α β β

′′⋅ ⋅
′ ′ ⋅ ⋅⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ... ... ...r k s k lr

s l r s k l

i i ji i j
j j i i j jT T A A A A B B B Bα α α βα β

β β α α β β
′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ 

1 1

1 1
... ... ... ...s l

r k

jj
i ia a a a b b b bββ

α α⋅ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
В силу однозначности координат вектора относительно фиксированного ба-

зиса, получим равенства, выражающие правило преобразования компонент сме-
шанного тензора при переходе от одного базиса к другому  

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ... ... ... ...r k r k s k lr

s l s l r s k l

i i i i ji i j
j j j j i i j jT T A A A A B B B Bα α α α α βα β

β β β β α α β β
′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅= .   (1)  

В дальнейшем нам понадобиться закон преобразования компонент смешан-
ного тензора, выраженный только матрицами A  и B . Для этого обе части ра-
венств (1) умножим на 1

1

j
jA ⋅
′′ , …, s

s

j
jA ⋅
′′ , 1

1
B β

β
⋅
′′ , …, l

l
B β

β
⋅
′′  и просуммируем по индек-

сам 1j , …, sj , 1β , …, lβ  соотвественно. Поскольку  
1 1 1

1 1 1

j j j
j j jA A δ′ ′⋅
′′ ′′⋅ = , …, s s s

s s s

j j j
j j jA A δ′ ′⋅
′′ ′′⋅ = , 1 1 1

1 1 1
B Bβ β β

β β βδ
′ ′⋅

′′ ′′⋅ = , …, l l l

l l l
B Bβ β β

β β βδ
′ ′⋅

′′ ′′⋅ = ,  
то мы получим  

1 11 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ...... ...s l r k

s l s l

j i ij
j j j jA A B B Tβ α αβ

β β β β
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′′ ′′ ′′ ′′ =   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ... ... ...r k s k lr

s l r s k l

i i ji i j
j j i i j jT A A B Bα α α βα β

β β α α β βδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= ;  

Выполняя суммирование по индексам 1j′ , …, sj′ , 1β′ , …, lβ′ , а затем, меняя 
индексы 1j′′ , …, sj′′ , 1β′′ , …, lβ′′  на индексы 1j′ , …, sj′ , 1β′ , …, lβ′  соотвественно, 
получим требуемое  

1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...... ... ... ...s l r k r k kr

s l s l s l r k

j i i i ij i i
j j j j j j i iA A B B T T A A B Bβ α α α α αβ α

β β β β β β α α
′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= .  (2)  
Равенства (2) выражают закон преобразования компонент смешанного тен-

зора, в который входят только элементы матриц A  и B  прямых преобразова-
ний.  

Законы преобразования (1) и (2) компонент смешанного тензора удобно за-
помнить с помощью следующей схемы  
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Предложение 1. Если E  и F  –  -модули с конечными базисами, то линей-
ное отображение *E F⊗  в ( ),E FL , сопоставляющее каждому тензорному 
произведению x y′⊗  линейное отображение ,x x x y′→ , есть изоморфизм 

*E F⊗  на ( ),E FL .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ( ) 1,i i n
a a

=
=  – базис пространства E , ( )*

1,

j

j n
a a

=
=  

– сопряженный ему базис (базис сопряженного пространства *E ), ( ) 1,l l m
b b

=
=  – ба-

зис пространства F . Тогда разложимые тензоры j
la b⊗ , 1,j n= , 1,l m=  образуют 

базис тензорного произведения *E F⊗ . Определим отображение ( ),
,j

la b
u E F∈L  

правилом ( ),
,j

l

j
la b

u x x a b= , x E∈ . Покажем, что семейство 
,j

la b
u , 1,j n= , 1,l m=  

образует базис пространства ( ),E FL .  

Семейство ( ), 1, ; 1,
j

la b j n l m
u

= =
 линейно независимо. Рассмотрим произвольную 

линейную комбинацию равную нулю , ,
1 1

0j
l

m n

j l a b
l j

uλ
= =

=∑∑ . Тогда для каждого x E∈  

верно равенство ( ), ,
1 1

0j
l

m n

j l a b
l j

u xλ
= =

=∑∑ , то есть ,
1 1

, 0
m n

j
j l l

l j
x a bλ

= =

=∑∑ . В частности для 

каждого 1,i n=  при ix a= , с учетом , j j
i ia a δ= , будем иметь  

, , ,
1 1 1 1 1

0 ,
m n m n m

j j
j l i l j l i l i l l

l j l j l
a a b b bλ λ δ λ

= = = = =

= = =∑∑ ∑∑ ∑ .  

Отсюда получаем , 0i lλ =  для всех 1,l m= .  

Семейство ( ), 1, ; 1,
j

la b j n l m
u

= =
 полно. Действительно, произвольно возьмем ото-

бражение ( ),v E F∈L . Произвольно возьмем вектор x E∈ . Пусть 
1

n
i

i
i

x aξ
=

=∑ . То-

гда ( ) ( )
1

n
i

i
i

v x v aξ
=

=∑ . Поскольку  

1 1
, ,

n n
j i j i j j

i i
i i

x a a aξ ξ δ ξ
= =

= = =∑ ∑ .  

В таком случае ( ) ( )
1

,
n

i
i

i
v x x a v a

=

=∑ . Кроме того, пусть ( ) ,
1

m

i i l l
l

v a bη
=

=∑ . 

Окончательно получаем  

( ) , ,
1 1 1 1

, ,
n m n m

i i
i l l i l l

i l i l
v x x a b x a bη η

= = = =

= = =∑ ∑ ∑∑   

( ) ( ), ,, ,
1 1 1 1

i i
l l

n m n m

i l i la b a b
i l i l

u x u xη η
= = = =

 
= =  

 
∑∑ ∑∑ .  
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Из произвольности вектора x E∈ , приходим к равенству , ,
1 1

i
l

n m

i l a b
i l

v uη
= =

=∑∑ .  

Определим линейное отображение ( )*: ,E F E Fϕ ⊗ → L  правилом 

( ) ,j
l

j
l a b

a b uϕ ⊗ = . Оно является изоморфизмом, так как базис переводит в базис.  

Для произвольных *x E′∈  и y F∈  имеем 
1

n
j

j
j

x aζ
=

′ =∑  и 
1

m
l

l
l

y bη
=

=∑ . Отсюда 

уже получаем 
1 1 1 1

n m n m
j l l j

j l j l
j l j l

x y a b a bζ η ζ η
= = = =

′⊗ = ⊗ = ⊗∑ ∑ ∑∑ . Тогда  

( ) ( ) ,
1 1 1 1

j
l

n m n m
l j l

j l j a b
j l j l

x y a b uϕ ζ η ϕ ζ η
= = = =

′⊗ = ⊗ =∑∑ ∑∑ .  

Для произвольного вектора x E∈  будем иметь  

1 1 1 1 1 1
, , , ,

n m m n m n
j l l j l j

j l j l j l
j l l j l j

x x y x a b x a b x a bζ η η ζ η ζ
= = = = = =

′ = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑   

( ) ( ), ,
1 1 1 1 1 1

, j j
l l

m n m n m n
l j l l

j l j ja b a b
l j l j l j

x a b u x u xη ζ η ζ η ζ
= = = = = =

 
= = = = 

 
∑∑ ∑∑ ∑∑   

( )( )( )x y xϕ ′= ⊗ ,  
что завершает доказательство.  

 
Посредством указанного изоморфизма будет отождествлять тензорное про-

изведение ( )0,1 *
1, 0 ,T E F E F= ⊗  с модулем линейных отображений ( ),E FL .  

 
Пусть ( ) 1,i i n

a
=

 – базис модуля E  и ( )
1,

j

j n
a

=
 – сопряженный базис. Тогда для 

линейного отображения ( ),u E F∈L  будем иметь  

( ) ( )
1

,
n

i
i

i
u x x a u a

=

=∑ ,  

для любого вектора x E∈ ; но  
( ) ( )( )( ), i i

i ix a u a a u a x= ⊗ .  
Значит, верно равенство  

( )
1

n
i

i
i

u a u a
=

= ⊗∑ .  

Пусть ( )
1,j j m

b
=

 – базис модуля F  и ( )
, 1

n mj
i i j

A
×⋅

=
=  – матрица линейного ото-

бражения u  в базисах ( ) 1,i i n
a

=
 и ( )

1,j j m
b

=
. Тогда  

( )
1

m
j

i i j
j

u a A b⋅

=

=∑ ,  

и мы получим разложение  
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1 1

n m
j i

i j
i j

u A a b⋅

= =

= ⊗∑∑   

смешанного тензора ( )0,1
1, 0 ,Tu E F∈  в базисе ( )

, 1

n mi
j i j

a b
×

=
⊗ .  

Таким образом, компонентами u  в базисе ( )
, 1

n mi
j i j

a b
×

=
⊗  тензорного произве-

дения ( )0,1
1, 0 ,T E F  являются элементы матрицы линейного отображения u  в ба-

зисах ( ) 1,i i n
a

=
 и ( )

1,j j m
b

=
.  

 
Теорема 1 (об изоморфизме одного тензорного произведения и пространст-

ва полилиненых отображений). Пусть   – коммутативное кольцо с еденицей, 
( ) 1,i i t
E

=
, – конечное семейство  -модулей с конечными базисами и F  – унитар-

ный  -модуль с конечным базисом. Тогда отображение тензорного произведения 
* *
1 ... tE E F⊗ ⊗ ⊗  в  -модуль полилинейных отображений ( )1,..., ;tE E FL , сопос-

тавляющее каждому разложимому тензору 1 ... tx x y′ ′⊗ ⊗ ⊗ , *
i ix E′∈ , 1,i t= , y F∈  

t-линейное отображение  
( )1 1 1,..., , ... ,t t tx x x x x x y′ ′→ , i ix E∈ , 1,i t= ,  

является изоморфизмом.  
 
1.2. Поля смешанных тензоров  
 
Пусть теперь M  и N  два многообразия. Отображение ( ) ,, p qp q R→  сопос-

тавляющее каждой паре ( ),p q  точек p M∈  и q N∈  смешанный тензор 

( ),
, , ,Tr k

p q s l p qR M N∈ T T  над касательными пространствами pMT  и q NT  будем на-

зывать полем смешанного тензора типа 
,
,

r k
s l
 
 
 

.  

Пусть ( ), , nU ϕ   и ( ), , mV ψ   карты соответственно многообразий M  и N , 

определяющие системы координат ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и ( )1 2, , ..., mv v vψ =  в U  и V  

соответственно. Рассмотрим компоненты 1 1

1 1

... ; ...
, ... ; ...

r k

s l

i i
p q j jR α α

β β  тензора ,p qR  в базисе  

1 1

1 1
... ... ... ...s l

kr

jj
p p q qi i

p p q q
du du dv dv

u u v v
ββ

αα

∂ ∂ ∂ ∂
⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂ ∂
 

Говорят, что тензорное поле R  является гладким класса r  если функции  
( ) 1 1

1 1

... ; ...
, ... ; ..., r k

s l

i i
p q j jp q R α α

β β→ , ( ),p q U V∈ ×    
являются гладкими класса r .  

Пусть теперь :f M N→  гладкое отображение многообразий. Поле смешан-

ных тензоров типа 
,
,

r k
s l
 
 
 

 определяется как отображение pp R→ , сопоставляющее 
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каждой точке p M∈  смешанный тензор ( )( ),
, ,Tr k

p s l p f pR M N∈ T T . Пусть теперь 

( ), , nU ϕ   и ( ), , mV ψ   такие карты многообразий M  и N , что ( )f U V⊂ . Такие 

карты будем называть f -связанными. Рассмотрим компоненты 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
p j jR α α

β β  тензо-
ра pR  в базисе  

( )

1

1 1
... ... ...s

r

jj
p pi i

p p f p
du du

u u vα
∂ ∂ ∂

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂ ∂

  

( )
( ) ( )

1 ... l

k f p f p
f p

dv dv
v

ββ
α

∂
⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂

.  

Говорят, что тензорное поле R  является гладким класса r  если функции  
1 1

1 1

... ; ...

... ; ...
r k

s l

i i
p j jp R α α

β β→ , p U∈   
являются гладкими класса r . Гладкие класса ∞  тензорные поля называются 

просто, гладкими тензорными полями. Множество всех гладких полей смешанных 

тензоров типа 
,
,

r k
s l
 
 
 

 будем обозначать ,
, ( , )T r k

s l M N .  

 
Теорема 2 (об отождествлении смешанных тензорных полей полилинейны-

ми отображениями). Каждое тензорное поле R  из ,
, ( , )T r k

t s l M N+  можно рассмат-
ривать как t -линейное отображение из ( ) ( )...X X

t

M M× ×


 в ( )F M -модуль 

,
, ( , )T r k

s l M N . При этом, если в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и 

( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  гладкое тензорное поле R  имеет компоненты 
1 1

1 1 1

... ; ...
... ... ; ...

r k

t s l

i i
j jR α α

ρ ρ β β , а гладкие векторные поля 1X , …, tX  на М имеют компоненты 1
hX

, …, h
tX , то тензорное поле ( )1, ..., tR X X  из ,

, ( , )T r k
s l M N  имеет в f -связанных 

картах компоненты:  
( ) 1 1 1 11

1 1 11 1

... ; ... ... ; ...
1 1 ... ... ; ...... ; ...
, ..., ...r k t r k

t s ls l

i i i i
t t j jj j

R X X X X Rα α ρ α αρ
ρ ρ β ββ β

= .  

Обратно, каждое t -линейное отображение L  из ( ) ( )...X X

t

M M× ×


 в ( )F M -

модуль ,
, ( , )T r k

s l M N  можно рассматривать как тензорное поле из ,
, ( , )T r k

t s l M N+ , 
которое в f -связанных картах имеет компоненты:  

1 1

1 1

1 1 1 1
1 1

... ; ...
... ; ...

... ... ; ...
... ; ...

,...,
r k

r k

t s l t
s l

i i
i i
j j

j j

L L
u u

α α
α α

ρ ρ β β ρρ
β β

∂ ∂ =  ∂ ∂ 
. 

 
Для каждой точки p M∈  дифференциал ( ) ( )* : p f pp

f M N→T T  является ли-

нейным отображением, которое отождествляется с тензором из ( )( )0,1
1, 0 ,T p f pM NT T ; 
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компоненты тензора ( )* p
f  в базисе 

( )

j
p i

f p
du

v
∂

⊗
∂

 представляют собой компонен-

ты матрицы Якоби  

( ) ( )
, 1

n mj

i

i j

v f
p

u

×

=

 ∂
 
 ∂ 



.  

Тензорное поле ( )*:
p

F p f→  будем называть f -связывающим аффинором. 

Оно является элементом из ( )0,1
1, 0 ,T M N . f -связывающий аффинор F  имеет в f -

связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и ( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  
компоненты  

( ) ( );
;

j
j

p i i

v f
F p

u
∂

=
∂



.  

Элементы из ( )0,1
1, 0 ,T M N  будем называть смешанными аффинорами.  

 
2. Смешанная ковариантная производная в смысле Ван-дер Вардена – 

Бортоллоти  
 
2.1. Действие смешанного аффинора на векторное поле  
 
Произвольно возьмем кривую C  в многообразии M . Под действием глад-

кого отображения :f M N→  многообразий, она переходит в кривую ( )f=C C  в 
многообразии N , которую мы будем называть кривой-образом. Если : I Mγ →  
параметризация кривой C , задающая на кривой параметр t , то композиция 

:f I Nγ γ= →  представляет собой параметризацию кривой-образа C , задаю-
щей на ней тот же параметр t .  

Пусть χ  – поле векторов вдоль кривой C  и ( )0,1
1, 0 ,T M NΦ∈  – произвольный 

смешанный аффинор. Действием аффинора Φ  на векторное поле χ  будем назы-
вать такое векторное поле ( )η χ= Φ  вдоль кривой-образа C , которое определя-
ется правилом  

( ) ( ) ( ) ( )p pf p f p
η χ χ= Φ =Φ ,  

для каждой точки кривой p∈C ; здесь смешанный тензор 

( )( )0,1
1, 0 ,Tp p f pM NΦ ∈ T T  рассматривается как линейное отображение 

( ):p p f pM NΦ →T T .  

Если смешанный аффинор Φ  в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , 

( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и ( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  имеет компоненты ,
,
j

p iΦ , вектор-
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ное поле χ  в карте ( ), , nU ϕ   имеет компоненты hχ , то векторное поле η  имеет 

компоненты hη   
;
;

h h j
jη χ= Φ ,  

или подробнее  

( ) ( ) ( )
;
;

h h j
jt t tγ γ γη χ= Φ .  

 
Пусть ξ  – поле касательных векторов вдоль кривой C , а ζ  – поле касатель-

ных векторов вдоль кривой-образа C . В картах ( ), , nU ϕ   и ( ), , mV ψ   они име-
ют компоненты  

( ) ( )
j

j
t

d t
dtγ
γξ =   и  ( ) ( )

h
h

t
d t
dtγ
γζ = ,  

где j juγ γ=  , и h hvγ γ=  . Учитывая правило дифференцирования сложной 
функции, получим  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )
1 hh hhh

h
t

d v fd vd t t t
dt dt dtγ

ϕ ϕ γγγζ
−

= = = =
   



  

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

j h
h j

j tj

d u v f
v f t t t

dt u γ

γ
ϕ ϕ γ γ ξ−

∂
= ∂ = =

∂

 

    

( ) ( ) ( ) ( )
;
;

hh j
jt t t

F Fγ γ γ
ξ ξ= = ,  

где F  это f -связывающий аффинор.  
Таким образом, поле касательных векторов ζ  вдоль кривой-образа C  

представляет собой действие f -связывающего аффинора F  на поле касатель-
ных векторов ξ  вдоль кривой C , то есть  

( )Fζ ξ= .        
 (3)  

Пусть теперь ( )0,1
, 0 ,T rQ M N∈  произвольный смешанный тензор, ( )ιχ , 1,rι =  

векторные поля, заданные вдоль кривой C . Действием смешанного тензора Q  на 
векторные поля (1)χ , (2)χ , …, ( )rχ  будем называть такое векторное поле 

( )(1) (2) ( ), ,..., rQη χ χ χ=  вдоль кривой-образа C , которое определяется правилом  

( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) ( ) (1) (2) ( ), ,..., , ,...,r p p p r pf p f p
Q Qη χ χ χ χ χ χ= = ,  

для каждой точки кривой p∈C ; смешанный тензор ( )( )0,1
, 0 ,Tp r p f pQ M N∈ T T  

рассматривается как r -линейное отображение ( ) ( ):
r

p p f pQ M N→T T .  

Если в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и ( ), , mV ψ  , 

( )1 2, , ..., mv v vψ =  смешанное тензорное поле Q  имеет компоненты 
1 2

;
... ;r

j
i i iQ , век-
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торные поля ( )ιχ , 1,rι =  в карте ( ), , nU ϕ   имеет компоненты ( )
h
ιχ , то векторное 

поле η  в карте ( ), , mV ψ   имеет компоненты hη   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
(1) (2) ( ) ... ; (1) (2) ( ), ,..., ... r

r

h i i ih h
r i i i rt t t t tt

Q Qγ γ γ γ γγ
η χ χ χ χ χ χ= = .  

 
2.2. Поля смешанного тензора, параллельные вдоль кривой  
 
Рассмотрим гладкое отображение :f M N→  аффинно-связного пространст-

ва ( ),M ∇  в аффинно-связное пространство ( ),N ∇ , при котором гладкая кривая 
C  переходит в кривую ( )f=C C , которую мы называем кривой-образом. Если 
отображение : I Mγ →  является параметризацией кривой C , задающей параметр 
t , то композиция :f I Nγ γ= →  представляет собой параметризацию кривой-
образа C , которая задает тот же параметр t .  

Пусть вдоль кривой C  взят параллельно переносимый репер ( )iχ , 1,i n= , а 

вдоль кривой-образа C  параллельно переносимый репер ( )jη , 1,j m= .  

  

Пусть вдоль кривой C  задано поле смешанных тензоров R  типа 
,
,

r k
s l
 
 
 

; 

пусть смешанный тензор ( )( ),
, ,Tr k

p s l p f pR M N∈ T T  в базисах ( ) piχ , 1,i n=  и ( ) ( )j f pη , 

1,j m=  касательных пространств pMT  и ( )f p NT  имеет компоненты 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
p j jR α α

β β
′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ .  

Говорят, что поле смешанных тензоров R  вдоль кривой C  параллельно, если 
его компоненты относительно реперов ( )( )iχ  и ( )( )jη , параллельно переносимых 

вдоль кривых C  и C  соответственно, постоянны.  
Данное определение не зависит от выборов параллельно переносимых репе-

ров. А именно, пусть ( )( )iχ  и ( )( )jη  – еще одна пара параллельно переносимых ре-

перов вдоль кривых C  и C  соответственно. Пусть тензор pR  в базисах ( ) piχ , 

1,i n=  и ( ) ( )j f pη , 1,j m=  имеет компоненты 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
p j jR α α

β β ; если ( )
, 1

n ni
i i i

A
×⋅

′ ′=
=A  – мат-



Зубрилин К.М. «КОВАРИАНТНОЕ ДИФФЕ…» 173 
 

рица перехода от базиса ( )( )iχ  к базису ( )( )iχ  и ( )
, 1

m mj
j j j

B
×⋅

′ ′=
=B  – матрица перехода 

от базиса ( )( )jη  к ( )( )jη , то верно равенство  

1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...... ... ... ...s l r k r k kr

s l s l s l r k

j i i i ij i i
j j p j j p j j i iA A B B R R A A B Bβ α α α α αβ α

β β β β β β α α
′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= .  

В силу свойств параллельных векторных полей, матрицы ( )
, 1

n ni
i i i

A
×⋅

′ ′=
=A  и 

( )
, 1

m mj
j j j

B
×⋅

′ ′=
=B  образованы постоянными числами, которые не зависят от выбора 

точки p∈C . Тогда, как следует из последнего равенства, если компоненты 
1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
p j jR α α

β β
′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′  постоянны вдоль кривой C , то и компоненты 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
p j jR α α

β β  будут по-
стоянны вдоль кривой C .  

Найдем уравнения, которые описывают компоненты ( )
1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
j jtR α α

β βγ  тензорно-

го поля R  в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и ( ), , mV ψ  , 

( )1 2, , ..., mv v vψ = . По определению, ( )
1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
j jtR α α

β βγ  представляют собой компоненты 

смешанного тензора ( )tRγ  относительно базисов 
( )

i
tu γ

∂
∂

 и 
( )tvα γ

∂
∂

. Пусть параллель-

ные векторные поля ( )( )iχ ′  имеют в карте ( ), , nU ϕ   компоненты ( )
i

iχ ′ , а вектор-

ные поля ( )( )αη ′  в карте ( ), , mV ψ   компоненты ( )
α

αη ′ . Тогда ( )( )i
iχ ′=A  – матрица 

перехода от базиса 
( )

i
tu γ

∂
∂

 к базису ( )( )iχ ′ , а ( )( )α
αη ′=B  – матрица перехода от ба-

зиса 
( )tvα γ

∂
∂

 к базису ( )( )αη ′ . В таком случае равенство (2) в точке ( )p tγ=  примет 

вид  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1

1 11 1

... ; ...
... ; ...... ...s l r k

s ls l

j i ij
j jj j tRβ α αβ

β ββ β γχ χ η η′ ′ ′ ′ =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ...r k kr

s l r k

i i i i
j jt i iR α α αα

β βγ α αχ χ η η′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= .   (4)  

Дифференцируем данное равенство по t ; будем иметь  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 11

1 11

... ; ...
... ; ...... ... ...s l r k

s ls l

j
j j i i

j jj t

d
R

dt
β α αβ

β ββ β γ

χ
χ η η′

′ ′ ′ + +  

( )
( )

( ) ( ) ( )
1 11 1

1 11 1

... ; ...
... ; ...... ...

s

s l r k

s ll

j
j i ij

j jj t

d
R

dt
β α αβ

β ββ β γ

χ
χ η η′

′ ′ ′+ +   

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1 1 11

1 11

... ; ...
... ; ...... ... ...s l r k

s ls l

j i ij
j jj j t

d
R

dt

β
β β α α

β ββ γ

η
χ χ η′

′ ′ ′+ + +   

( ) ( ) ( )
( )

( )
1 11 1

1 11 1

... ; ...
... ; ...... ...

l

ls r k

s ls

j i ij
j jj j t

d
R

dt

β
β α αβ

β ββ γ

η
χ χ η ′

′ ′ ′+ +   
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

1 11 1

1 1

... ; ...
... ; ...... ...

r k

s ls l

s l

i i
j jtjj

j j

dR
dt

α α
β βγββ

β βχ χ η η′ ′ ′ ′+ =   

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ... ... ...

r k

s l kr

r k

i i
j jt i i

i i

dR
dt

α α
β βγ αα

α αχ χ η η
′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′= +   

( )
( )

( ) ( ) ( )

1

11 1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ... ...r k kr

s l r k

i
ii i i

j jt i

d
R

dt
α α αα
β βγ α α

χ
χ η η′′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + +   

( ) ( )
( )

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ...

r

rr k k

s l k

i
ii i i

j jt i

d
R

dt
α α αα
β βγ α α

χ
χ η η′′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +   

( ) ( ) ( )
( )

( )

1

11 1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ... ...r k kr

s l r k

i i i i
j jt i i

d
R

dt

α
αα α α

β βγ α

η
χ χ η′′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + +   

( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ...

k

kr k r

s l r

i i i i
j jt i i

d
R

dt

α
αα α α

β βγ α

η
χ χ η ′′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ .   

 (5)  
Как отмечалось выше, параллельность тензорного поля R  не зависит от вы-

бора параллельно переносимых реперов ( )( )iχ  и ( )( )jη . Возьмем произвольно точ-

ку ( )0p tγ=  на кривой C . Выберем параллельно переносимые реперы ( )( )iχ  и 

( )( )jη  с начальными условиями  

( ) ( )
( )0

0
i t i

tuγ
γ

χ ∂
=
∂

  и  ( ) ( )
( )0

0
j t j

tvγ
γ

η ∂
=
∂

.  

Тогда  

( ) ( )0

i i
ii tγχ δ ′′ =   и  ( ) ( )0t

α α
αα γη δ ′′ = ;      

  (6)  
с учетом этого, равенство (4) примет вид  

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 10 0

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k r k

s l s l

i i i i
j j j jt tR Rα α α α

β β β βγ γ
′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= .      
 (7)  

Воспользовавшись равенствами (6) и (7), а так же тем, что функция 

( )
1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
j jtt R α α

β βγ ′ ′ ′ ′→ , t I∈  постоянна, из равенства (5) находим  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 10 0

... ; ... ... ; ...
0 ... ; ... 0 ... ; ......

s

sr k r k

s l s s l

jj
j ji i i i

j j j j j jt t

d d
t R t R

dt dt
α α α α

β β β βγ γ

χ χ
−

′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + +   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 10 0

... ; ... ... ; ...
0 ... ; ... 0 ... ; ......

l

lr k r k

s l s l l

i i i i
j j j jt t

d d
t R t R

dt dt

ββ
β βα α α α

β β β β β βγ γ

η η
−

′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + +   

( ) ( )
1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

0

r k

s l

i i
j jtdR

t
dt

α α
β βγ ′ ′ ′ ′

+ =   

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

11 2 1 1 1 1

1 1 1 10 0

... ; ... ... ; ...
... ; ... 0 ... ; ... 0...

r

rr k r r k

s l s l

i i
i ii i i i i i

j j j jt t

d d
R t R t

dt dt
α α α α
β β β βγ γ

χ χ
−

′ ′′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + +   
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

11 1 2 1 1 1

1 1 1 10 0

... ; ... ... ; ...
... ; ... 0 ... ; ... 0...

k

kr k r k k

s l s l

i i i i
j j j jt t

d d
R t R t

dt dt

αα
α αα α α α α α

β β β βγ γ

η η
−

′ ′′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + .   (8)  

По определению параллельных векторных полей, получим равенства  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1 1

10 1 0 00 0 0

j
j j j

jt j t t

d
t t t

dt
ι κ ι

ικ ιγ γ γ

χ
γ ξ χ γ ξ′

′′= −Γ = −Γ , …,  

( ) ( ) ( )( ) ( )00 0

s

s s

s

j
j j

j t

d
t t

dt
ι

ι γ

χ
γ ξ′

′= −Γ ,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1 1 1

10 1 0 0 00 0 0t t t t

d
t t t F

dt

β
β β βι κ ι κ

ικ ιβ κγ β γ γ γ

η
γ ζ χ γ ξ′

′′= −Γ = −Γ , …,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 00 0

l

l l

l t t

d
t t F

dt

β
β β ι κ

ιβ κγ γ

η
γ ξ′

′= −Γ ,  

где ξ  – поле касательных векторов вдоль кривой C , а ζ  – поле касательных 
векторов вдоль кривой-образа C . Подставляя данные равенства в (8), будем 
иметь  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 11

1 1 2 1 1 1 10 0 0 0

... ; ... ... ; ...
0 ... ; ... 0 ... ; ......r k s r k

s l s s s l

i i j i ij
j j j j j j j jt t t tt R t Rα α α αι ι

ι β β ι β βγ γ γ γγ ξ γ ξ
−′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′−Γ − − Γ −   

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 11

1 1 1 20 0 0

... ; ...
0 ... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tt F R α αβ ι κ

ιβ κ β β βγ γ γγ ξ′ ′ ′ ′ ′−Γ − −   

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 11 1

1 1 10 0 0

... ; ...
... ; ...... ; ...

0 ... ; ... 0

r k

s ll r k

l s l l

i i
j jti i

j jt t t

dR
t F R t

dt

α α
β βγβ α αι κ

ιβ κ β β βγ γ γγ ξ
−

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′−Γ + =   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 1 1 1 11

1 1 1 1 10 0 0 0

... ; ... ... ; ...
... ; ... 0 ... ; ... 0...r k r r k r

s l s l r

i i i i i ii i
j j i j j it t t tR t R tα α α αι ι

β β ι β β ιγ γ γ γγ ξ γ ξ−′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − Γ − − Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 2 1

1 1 10 0 0

... ; ...
... ; ... 0 ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α α α ι κ

β β ι α κγ γ γγ ξ′
′ ′ ′ ′ ′− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 10 0 0

... ; ...
... ; ... 0

r k k k

s l k

i i
j jt t tR t Fα α α α ι κ

β β ι α κγ γ γγ ξ− ′
′ ′ ′ ′ ′− Γ .  

Переносим слагаемые из правой части в левую; получим  

( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 1 2 1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ; ...

... ; ... ...
r k

s l r k

s l

i i
j jt i i i i

j j it t

dR
R t

dt

α α
β βγ α α ι

β β ιγ γγ ξ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r r k r

s l r

i i i i
j j it tR tα α ι

β β ιγ γγ ξ− ′
′ ′ ′ ′ ′+ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 11

1 2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k s

s l s s l s

i i i i jj
j j j j j j j jt t t tR t R tα α α αι ι

β β ι β β ιγ γ γ γγ ξ γ ξ
−′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Γ − − Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 2 1

1 1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α α α ι κ

β β ι α κγ γ γγ ξ′
′ ′ ′ ′ ′+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k k k

s l k

i i
j jt t tR t Fα α α α ι κ

β β ι α κγ γ γγ ξ− ′
′ ′ ′ ′ ′+ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 2 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α β ι κ

β β β ιβ κγ γ γγ ξ′ ′ ′ ′ ′− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ... 0r k l

s l l l

i i
j jt t tR t Fα α β ι κ

β β β ιβ κγ γ γγ ξ
−′ ′ ′ ′ ′− Γ = .  

Заменяя индексы суммирования индексом ρ , а штриховые индексы не 
штриховыми, находим  

( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 2 1 1

1 1

... ; ...
... ; ... ... ; ...

... ; ... ...
r k

s l r k

s l

i i
j jt i i i

j jt t

dR
R t

dt

α α
β βγ ρ α α ι

β β ι ργ γγ ξ+ Γ + +   



176 Зубрилин К.М. «КОВАРИАНТНОЕ ДИФФЕ…» 
 

( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k r

s l

i i i
j jt tR tρ α α ι

β β ι ργ γγ ξ−+ Γ +  

( ) ( )( ) ( )
1 1

2 1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j j jt tR tα α ρ ι

ρ β β ιγ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l s

i i
j j jt tR tα α ρ ι

ρ β β ιγ γγ ξ
−

− Γ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1

1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fρα α α ι κ

β β ι ρ κγ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ α ι κ

β β ι ρ κγ γ γγ ξ−+ Γ −  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ ι κ

ρ β β ιβ κγ γ γγ ξ− Γ − −      
 (9) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ... 0r k

s l l

i i
j jt t tR t Fα α ρ ι κ

β β ρ ιβ κγ γ γγ ξ
−

− Γ = .  
 
З а м е ч а н и е  1). Равенства (9) представляют собой нормальную систему 

линейных обыкновенных дифференциальных уравнений, неизвестными функция-
ми которой являются компоненты ( )

2 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
j jtR ρ α α

β βγ  параллельного поля смешанных 

тензоров R , заданного вдоль кривой C ; согласно теореме существования и един-
ственности решения, такая система имеет решение ( )

2 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
j jtt R ρ α α

β βγ→ , t I∈ , при 
любых начальных условиях вида  

( )
1 1 1 1

1 1 1 10

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k r k

s l s l

i i i i
j j j jtR α α α α

β β β βγ = Τ ,  
причем это решение определено единственным образом и существует на всем 

интервале I . Отсюда уже получается следующий результат.  
 
Лемма 1 (о существовании и единственности параллельного поля смешан-

ных тензоров). Для произвольной точки p∈C , ( )0p tγ= , кривой C  и любого 

смешанного тензора ( )( ),
, ,Tr k

s l p f pM NΤ∈ T T  существует и единственно такое по-

ле смешанного тензора R , параллельное вдоль кривой C , что pR = Τ .  
 
Лемма 2 (свойства параллельного поля смешанного тензора). 1) Если поля 

смешанных тензоров R  и T  параллельны вдоль кривой C , то и их сумма R T+  
является параллельным вдоль кривой C  полем смешанных тензоров.  

2) Если поле смешанных тензоров R  параллельно вдоль кривой C , то для 
любого числа α ∈  произведение Rα  является параллельным вдоль кривой C  по-
лем смешанных тензоров.  

3) Если поля смешанных тензоров R  и T  параллельны вдоль кривой C , то и 
их тензорное произведение R T⊗  является параллельным вдоль кривой C  полем 
смешанных тензоров. 

Покажем свойство 3 (остальные доказываются по аналогии). Пусть вдоль 

кривой C  заданы параллельные поля смешанных тензоров R  типа 
,
,

r k
s l
 
 
 

 и T  ти-
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па 
,
,

a c
b d
 
 
 

. Тогда тензорное поле R  удовлетворяет равенствам (9), а тензорное поле 

T  удовлетворяет равенствам  

( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 2 1 1

1 1

... ; ...

... ; ... ... ; ...
... ; ... ...

a c

b d a c

b d

h h
q qt h h h

q qt t

dT
T t

dt

θ θ
υ υγ ρ θ θ ι

υ υ ι ργ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...

... ; ...
a c a

b d

h h h
q qt tT tρ θ θ ι

υ υ ι ργ γγ ξ−+ Γ +   

( ) ( )( ) ( )
1 1

2 1 1

... ; ...
... ; ... ...a c

b d

h h
q q qt tT tθ θ ρ ι

ρ υ υ ιγ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...

... ; ...
a c

b d b

h h
q q qt tT tθ θ ρ ι

ρ υ υ ιγ γγ ξ
−

− Γ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1

1 1

... ; ...

... ; ... ...a c

b d

h h
q qt t tT t Fρθ θ θ ι κ

υ υ ι ρ κγ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...

... ; ...
a c c

b d

h h
q qt t tT t Fθ θ ρ θ ι κ

υ υ ι ρ κγ γ γγ ξ−+ Γ −  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1

... ; ...

... ; ... ...a c

b d

h h
q qt t tT t Fθ θ ρ ι κ

ρυ υ ιυ κγ γ γγ ξ− Γ − −      
 (T)  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...

... ; ... 0a c

b d d

h h
q qt t tT t Fθ θ ρ ι κ

υ υ ρ ιυ κγ γ γγ ξ
−

− Γ = .  
Для тензорного произведения R T⊗  имеем компоненты  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1

... ... ; ... ... ... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...... ... ; ... ...

r a k c r k a c

s l b ds b l d

i i h h i i h h
j j q qt tt j j q q

R T R Tα α θ θ α α θ θ
β β υ υγ γγ β β υ υ

⊗ = ⋅ .  

В левую часть равенства (9) подставим компоненты тензорного произведе-
ния R T⊗ . Получим  

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c

s b l d

i i h h

t j j q q
d R T

dt

α α θ θ

γ β β υ υ
⊗

+   

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h i
tt j j q q

R T tρ α α θ θ ι
ι ρ γγ β β υ υ

γ ξ+ ⊗ Γ + +  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c r

s b l d

i i h h i
tt j j q q

R T tρ α α θ θ ι
ι ρ γγ β β υ υ

γ ξ−+ ⊗ Γ +  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h h
tt j j q q

R T tρ α α θ θ ι
ι ρ γγ β β υ υ

γ ξ+ ⊗ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c a

s b l d

i i h h h
tt j j q q

R T tρ α α θ θ ι
ι ρ γγ β β υ υ

γ ξ−+ ⊗ Γ +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

12 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h
j tt j j q q

R T tα α θ θ ρ ι
ι γγ ρ β β υ υ

γ ξ− ⊗ Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c

ss b l d

i i h h
j tt j j q q

R T tα α θ θ ρ ι
ι γγ ρ β β υ υ

γ ξ
−

− ⊗ Γ −  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

11 2 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h
q tt j j q q

R T tα α θ θ ρ ι
ι γγ ρ β β υ υ

γ ξ− ⊗ Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c

bs b l d

i i h h
q tt j j q q

R T tα α θ θ ρ ι
ι γγ ρ β β υ υ

γ ξ
−

− ⊗ Γ +  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 2 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fρα α θ θ α ι κ
ι ρ κγ γγ β β υ υ

γ ξ+ ⊗ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c k

s b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α ρ θ θ α ι κ
ι ρ κγ γγ β β υ υ

γ ξ−+ ⊗ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α ρθ θ θ ι κ
ι ρ κγ γγ β β υ υ

γ ξ+ ⊗ Γ + +   
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c c

s b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α θ θ ρ θ ι κ
ι ρ κγ γγ β β υ υ

γ ξ−+ ⊗ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

11 1 2 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α θ θ ρ ι κ
ιβ κγ γγ ρ β β υ υ

γ ξ− ⊗ Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c

ls b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α θ θ ρ ι κ
ιβ κγ γγ β β ρ υ υ

γ ξ
−

− ⊗ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

11 1 1 2

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
...r a k c

s b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α θ θ ρ ι κ
ιυ κγ γγ β β ρυ υ

γ ξ− ⊗ Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ; ... ...

... ... ; ... ...
r a k c

ds b l d

i i h h
t tt j j q q

R T t Fα α θ θ ρ ι κ
ιυ κγ γγ β β υ υ ρ

γ ξ
−

− ⊗ Γ =  

( )
( ) ( )

( )
1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b da c r k

b d s l

i i h h
j j q qt th h i i

q q j jt t

dR dT
T R

dt dt

α α θ θ
β β υ υγ γθ θ α α

υ υ β βγ γ= + +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h i
j j q qt t tR T tρ α α θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c r

s l b d

i i h h i
j j q qt t tR T tρ α α θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ−+ Γ +  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h h
j j q qt t tR T tα α ρ θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c a

s l b d

i i h h h
j j q qt t tR T tα α ρ θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q q jt t tR T tα α θ θ ρ ι

ρ β β υ υ ιγ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d s

i i h h
j j q q jt t tR T tα α θ θ ρ ι

ρ β β υ υ ιγ γ γγ ξ
−

− Γ −  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 2 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q q qt t tR T tα α θ θ ρ ι

β β ρ υ υ ιγ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d b

i i h h
j j q q qt t tR T tα α θ θ ρ ι

β β ρ υ υ ιγ γ γγ ξ
−

− Γ +  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fρα α θ θ α ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c k

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α ρ θ θ α ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ−+ Γ −  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α ρθ θ θ ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ θ ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ−+ Γ −  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 2 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

ρ β β υ υ ιβ κγ γ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d l

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

β β ρ υ υ ιβ κγ γ γ γγ ξ
−

− Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 2 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

β β ρυ υ ιυ κγ γ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

β β υ υ ρ ιυ κγ γ γ γγ ξ
−

− Γ =   

( )
( )

1 1

1 1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ... ... ; ...

... ; ...

r k

s l a c

b d

i i
j jt h h

q qt

dR
T

dt

α α
β βγ θ θ

υ υγ= +  

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h i
j j q qt t tR T tρ α α θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c r

s l b d

i i h h i
j j q qt t tR T tρ α α θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q q jt t tR T tα α θ θ ρ ι

ρ β β υ υ ιγ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d s

i i h h
j j q q jt t tR T tα α θ θ ρ ι

ρ β β υ υ ιγ γ γγ ξ
−

− Γ +  
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fρα α θ θ α ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c k

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α ρ θ θ α ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 2 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

ρ β β υ υ ιβ κγ γ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d l

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

β β ρ υ υ ιβ κγ γ γ γγ ξ
−

− Γ +   

( )
( )

1 1

1 11 1

1 1

... ; ...

... ; ...... ; ...
... ; ...

a c

b dr k

s l

h h
q qti i

j jt

dT
R

dt

θ θ
υ υγα α

β βγ+ +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h h
j j q qt t tR T tα α ρ θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c a

s l b d

i i h h h
j j q qt t tR T tα α ρ θ θ ι

β β υ υ ι ργ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 2 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q q qt t tR T tα α θ θ ρ ι

β β ρ υ υ ιγ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d b

i i h h
j j q q qt t tR T tα α θ θ ρ ι

β β ρ υ υ ιγ γ γγ ξ
−

− Γ +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α ρθ θ θ ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ θ ι κ

β β υ υ ι ρ κγ γ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 2 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ...r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

β β ρυ υ ιυ κγ γ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k a c

s l b d d

i i h h
j j q qt t t tR T t Fα α θ θ ρ ι κ

β β υ υ ρ ιυ κγ γ γ γγ ξ
−

− Γ =   

( )
( )

1 1

1 11 1

1 1

... ; ...
... ; ...... ; ...

... ; ...

r k

s la c

b d

i i
j jth h

q qt

dR
T

dt

α α
β βγθ θ

υ υγ


= +




  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k r

s l s l

i i i ii i
j j j jt t t tR t R tρ α α ρ α αι ι

β β ι ρ β β ι ργ γ γ γγ ξ γ ξ−+ Γ + + Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j jt t t tR t R tα α α αρ ι ρ ι

ρ β β ι ρ β β ιγ γ γ γγ ξ γ ξ
−

− Γ − − Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s l

i i i i
j j j jt t t t t tR t F R t Fρα α α α ρ αα ι κ ι κ

β β ι ρ κ β β ι ρ κγ γ γ γ γ γγ ξ γ ξ−+ Γ + + Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l l

i i i i
j j j jt t t t t tR t F R t Fα α α αρ ι κ ρ ι κ

ρ β β ιβ κ β β ρ ιβ κγ γ γ γ γ γγ ξ γ ξ
−


− Γ − − Γ +


  

( )
( )

1 1

1 11 1

1 1

... ; ...

... ; ...... ; ...
... ; ...

a c

b dr k

s l

h h
q qti i

j jt

dT
R

dt

θ θ
υ υγα α

β βγ


+ +




  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......a c a c a

b d b d

h h h h hh
q q q qt t t tT t T tρ θ θ ρ θ θι ι

υ υ ι ρ υ υ ι ργ γ γ γγ ξ γ ξ−+ Γ + + Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......a c a c

b d b d b

h h h h
q q q q q qt t t tT t T tθ θ θ θρ ι ρ ι

ρ υ υ ι ρ υ υ ιγ γ γ γγ ξ γ ξ
−

− Γ − − Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ......a c a c c

b d b d

h h h h
q q q qt t t t t tT t F T t Fρθ θ θ θ ρ θθ ι κ ι κ

υ υ ι ρ κ υ υ ι ρ κγ γ γ γ γ γγ ξ γ ξ−+ Γ + + Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ......a c a c

b d b d d

h h h h
q q q qt t t t t tT t F T t Fθ θ θ θρ ι κ ρ ι κ

ρυ υ ιυ κ υ υ ρ ιυ κγ γ γ γ γ γγ ξ γ ξ
−


− Γ − − Γ =


  

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...0 0 0r k a c

s l b d

i i h h
j j q qt tR Tα α θ θ

β β υ υγ γ= ⋅ + ⋅ = ,  
что завершает доказательство требуемого.  
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2.3. Параллельный перенос  
 
Пусть 0p ∈C  и 1p ∈C  произвольные точки кривой C ; определим отобра-

жение  

( )( ) ( )( )0

1 0 10 1

, ,
, ,: , ,T Tp r k r k

p s l p s l pf p f pM N M NΠ →T T T T   

следующим образом. Для произвольного смешанного тензора 

( )( )0

,
, ,T

o

r k
s l p f pM NΤ∈ T T  проведем вдоль кривой C  параллельное поле смешанных 

тензоров R , такое что 
0pR = Τ ; тогда определим ( )0

1

p
pΠ Τ = Λ , где 

1pRΛ = . В силу 
единственности параллельного тензорного поля R , данное отображение определе-
но корректно.  

Отображение ( )( ) ( )( )0

1 0 10 1

, ,
, ,: , ,T Tp r k r k

p s l p s l pf p f pM N M NΠ →T T T T  называется 

параллельным переносом смешанных тензоров из точки 0p  в точку 1p  вдоль кри-
вой C .  

 
Параллельный перенос ( )( ) ( )( )0

1 0 10 1

, ,
, ,: , ,T Tp r k r k

p s l p s l pf p f pM N M NΠ →T T T T  явля-

ется изоморфизмом структуры векторного пространства.  
Отображение 0

1

p
pΠ  – сюръективно; действительно, для произвольного сме-

шанного тензора ( )( )1 1

,
, ,Tr k

s l p f pM NΛ∈ T T  найдется такое параллельное поле сме-

шанных тензоров R  вдоль кривой C , что 
1pR = Λ ; пусть 

0pRΤ = , тогда в силу 
единственности параллельного поля смешанных тензоров R , ( )0

1

p
pΠ Τ = Λ .  

Отображение 0

1

p
pΠ  – инъективно; пусть ( ) ( )0 0

1 1

p p
p pΠ Τ = Λ =Π Ρ ; по определе-

нию, найдутся такие параллельные вдоль кривой C  поля смешанных тензоров R  
и S , что 

0pR = Τ  и 
0pS = Ρ ; тогда ( )0

1 1

p
p pRΠ Τ = Λ =  и ( )0

1 1

p
p pSΠ Ρ = Λ = . Последние 

равенства показывают, что параллельные поля смешанных тензоров R  и S  удов-
летворяют одному и тому же начальному условию в точке 1p ; в силу единствен-
ности, R S= , а тогда Τ = Ρ .  

Отображение 0

1

p
pΠ  – линейно; пусть ( )0

1

p
pΠ Τ = Λ  и ( )0

1

p
pΠ Ρ = Ψ ; по определе-

нию найдутся такие параллельные поля смешанных тензоров R  и S , что 
0pR = Τ  и 

0pS = Ρ , а 
1pR = Λ  и 

1pS = Ψ ; согласно замечанию (2) сумма R S+  является парал-
лельным полем смешанных тензоров вдоль кривой C ; в таком случае 
( )

0 00 p pp
R S R S+ = + = Τ + Ρ , а тогда по определению получим  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1 1 1 1 11

p p p
p p p p pp

R S R SΠ Τ+ Ρ = + = + = Λ + Ψ =Π Τ +Π Ρ .  

С другой стороны, пусть ( )0

1

p
pΠ Τ = Λ  и α ∈ ; по определению найдется та-

кое параллельное поле смешанных тензоров R , что 
0pR = Τ  и 

1pR = Λ ; согласно 
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свойству (2) произведение Rα  является полем смешанных тензоров, параллель-
ным вдоль кривой C ; тогда ( )

00 pp
R Rα α α= = Τ ; по определению получим  

( ) ( ) ( )0 0

1 1 11

p p
p p pp

R Rα α α α αΠ Τ = = = Λ = Π Τ .  

Отображение 0

1

p
pΠ  – представление тензорных алгебр, то есть  

( ) ( ) ( )0 0 0

1 1 1

p p p
p p pΠ Τ⊗Ρ =Π Τ ⊗Π Ρ ;  

пусть ( )0

1

p
pΠ Τ = Λ  и ( )0

1

p
pΠ Ρ = Ψ ; по определению найдутся такие параллельные 

поля смешанных тензоров R  и S , что 
0pR = Τ  и 

0pS = Ρ , а 
1pR = Λ  и 

1pS = Ψ ; со-
гласно замечанию (3) тензорное произведение R S⊗  является полем смешанных 
тензоров, параллельным вдоль кривой C ; в таком случае 
( )

0 00 p pp
R S R S⊗ = ⊗ = Τ⊗Ρ , а тогда по определению получим  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1 1 1 1 11

p p p
p p p p pp

R S R SΠ Τ⊗Ρ = ⊗ = ⊗ = Λ⊗Ψ =Π Τ ⊗Π Ρ .  
 
2.4. Смешанная ковариантная производная смешанного тензорного поля 

вдоль кривой  
 
Пусть : Iγ →C  – параметризация кривой C  в M , и :f Iγ γ= → C  – па-

раметризация кривой-образа C  в N . Произвольно возьмем точку ( )p tγ=  на 
кривой C , вдоль которой задано поле смешанных тензоров R . Рассмотрим произ-
вольное приращение h  параметра t ; получим новую точку ( )t hγ +  кривой C ; 
очевидно смешанный тензор  

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ),
,

1 ,T
t h r k

s lt t h t t tR R M N
h

γ
γ γ γ γ γ

+
+Π − ∈ T T   

для любого h , t h I+ ∈ .  
 
Определение 1 (ковариантной производной). Предел  

( )
( )

( )( ) ( )( )0

1lim t h
t t h th

R R
h

γ
γ γ γ

+
+→

Π − ,  

если он существует, называется смешанной ковариантной производной (или 
ковариантной производной в смысле Ван-дер Вардена – Бортолоти) поля смешан-
ных тензоров R  в точке ( )tγ , и обозначается ( )t tRγ∇ , то есть  

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )0

1lim t h
t t t t h th
R R R

h
γ

γ γ γ γ
+

+→
∇ = Π − .     

 (11)  
 
З а м е ч а н и е  1). Если ковариантная производная ( )t tRγ∇  определена в каж-

дой точке ( )tγ  кривой C , то вдоль кривой C  задано новое поле смешанных тен-
зоров – поле смешанных ковариантных производных t pp R→∇ ; оно называется 
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смешанной ковариантной производной поля смешанных тензоров R  и обозначает-
ся t R∇ .  

 
Лемма 3 (о компонентах смешанной ковариантной производной) Пусть по-

ле смешанных тензоров R  в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и 

( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  имеет компоненты 1 1

1 1

... ...
... ...

r k

s l

i i
j jR α α

β β . Тогда смешанная ко-

вариантная производная t R∇  имеет в этих картах компоненты  
1 1

1 11 1 2 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1

... ; ...
... ; ...... ; ... ... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ... ... ; ......
r k

s lr k r k r k r

s l s l s l

i i
j ji i i i i ii i

t j j j j j j

dR
R R R

dt

α α
β βα α ρ α α ρ α αι ι

β β β β ι ρ β β ι ρξ ξ−∇ = + Γ + + Γ +  

1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j jR Rα α α αρ ι ρ ι

ρ β β ι ρ β β ιξ ξ
−

− Γ − − Γ +   
1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s l

i i i i
j j j jR F R Fρα α α α ρ αα ι κ ι κ

β β ι ρ κ β β ι ρ κξ ξ−+ Γ + + Γ −   
1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l l

i i i i
j j j jR F R Fα α α αρ ι κ ρ ι κ

ρ β β ιβ κ β β ρ ιβ κξ ξ
−

− Γ − − Γ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определению смешанная ковариантная 

производная ( )t tRγ∇  имеет в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и 

( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  компоненты ( )
1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
t j jtR α α

β βγ∇ , которые определяются 
равенствами  

( )
( )
( )

( )( ) ( )
1 1

1 1

1 1
1 11 1

1 1

... ; ...
... ; ...
... ; ...... ; ...... ; ...

... ; ... 0
lim

r k
r k

s l
s lr k

s l

i it h i i
j jt t h tj ji i

t j jt h

R R
R

h

α αγ α α
β βγ γ γβ βα α

β βγ

+
+

→

Π −
∇ = , 1,k n= .  

Пусть ( )
( )( , )t ht h RH γ

γ ττ ++→ , Iτ ∈  – поле смешанных тензоров, параллельное вдоль 

кривой C , с начальными условиями ( ) ( )
( )( , )t ht h R

t h t hH Rγ

γ γ
++

+ += ; тогда по определению па-

раллельного переноса, имеем ( )
( )

( )( ) ( )
( )( , )t ht h Rt h

t t h tR H γγ
γ γ γ

+++
+Π = . Учитывая это, будем 

иметь  

( )
( ) ( )

( ) 1 1 1 1

1 1 1 11 1

1 1

( , ) ... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...... ; ...

... ; ... 0
lim

t h r k r k

s l s lr k

s l

t h R i i i i
j j j jt ti i

t j jt h

H R
R

h

γ α α α α
β β β βγ γα α

β βγ

++

→

−
∇ = =   

( ) ( )
( ) ( )1 1 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , )... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

0
lim

t h t hr k r k

s l s l

t h R t h Ri i i i
j j j jt t h

h

H H
h

γ γα α α α
β β β βγ γ

+ ++ +
+

→

 −
= +



  

( ) ( )
( ) 1 1 1 1

1 1 1 1

( , ) ... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

t h r k r k

s l s l

t h R i i i i
j j j jt h tH R

h

γ α α α α
β β β βγ γ

++
+

−
+ =



  

( ) ( )
( ) ( )1 1 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , )... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

0
lim

t h t hr k r k

s l s l

t h R t h Ri i i i
j j j jt h t

h

H H
h

γ γα α α α
β β β βγ γ

+ ++ +
+

→

−
= − +   

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

0
lim

r k r k

s l s l

i i i i
j j j jt h t

h

R R
h

α α α α
β β β βγ γ+

→

−
+ =   
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( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( , ) ( , )... ; ... ... ; ... ... ; ...
... ... ... ; ... ... ; ...

0
lim

t h t hr k r k r k

s l s l s l

t h R t h Ri i i i i i
j j j j j jt h t t

h

H H dR
h dt

γ γα α α α α α
β β β β β βγ γ γ

+ ++ +
+

→

−
= − + .  

Параллельное поле смешанных тензоров ( )
( )( , )t ht h RH γ

γ ττ ++→ , Iτ ∈  в f -

связанных картах ( ), , nU ϕ  , и ( ), , mV ψ   описывается дифференциальным урав-
нением  

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) 1 1

1 1 ( ) 2 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ( , ) ... ; ...

... ; ... ...
t h r k

s l t h r k

s l

t h R i i
j j t h R i i i

j j

dH
H

dt

γ

γ

α α
β βγ τ ρ α α ι

β β ι ργ τ γ τγ τ ξ
+

+

+
++ Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k r

s l

t h R i i i
j jH γ ρ α α ι

β β ι ργ τ γ τγ τ ξ+ −++ Γ +   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1

2 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s l

t h R i i
j j jH γ α α ρ ι

ρ β β ιγ τ γ τγ τ ξ++− Γ − −   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k

s l s

t h R i i
j j jH γ α α ρ ι

ρ β β ιγ τ γ τγ τ ξ+

−

+− Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 2 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s l

t h R i i
j jH Fγ ρα α α ι κ

β β ι ρ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ+++ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k k

s l

t h R i i
j jH Fγ α α ρ α ι κ

β β ι ρ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ+ −++ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1

1 2 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s l

t h R i i
j jH Fγ α α ρ ι κ

ρ β β ιβ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ++− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... 0t h r k

s l l

t h R i i
j jH Fγ α α ρ ι κ

β β ρ ιβ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ+

−

+− Γ = ;  
отсюда находим  

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) 1 1

1 1 ( ) 2 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ( , ) ... ; ...

... ; ... ...
t h r k

s l t h r k

s l

t h R i i
j j t h R i i i

j j

dH
H

dt

γ

γ

α α
β βγ τ ρ α α ι

β β ι ργ τ γ τγ τ ξ
+

+

+
+− = Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k r

s l

t h R i i i
j jH γ ρ α α ι

β β ι ργ τ γ τγ τ ξ+ −++ Γ +   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1

2 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s l

t h R i i
j j jH γ α α ρ ι

ρ β β ιγ τ γ τγ τ ξ++− Γ − −   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k

s l s

t h R i i
j j jH γ α α ρ ι

ρ β β ιγ τ γ τγ τ ξ+

−

+− Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 2 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s l

t h R i i
j jH Fγ ρα α α ι κ

β β ι ρ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ+++ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k k

s l

t h R i i
j jH Fγ α α ρ α ι κ

β β ι ρ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ+ −++ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1

1 2 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s l

t h R i i
j jH Fγ α α ρ ι κ

ρ β β ιβ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ++− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k

s l l

t h R i i
j jH Fγ α α ρ ι κ

β β ρ ιβ κγ τ γ τ γ τγ τ ξ+

−

+− Γ .  (Hh)  

К функции ( )
( ) 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k

s l

t h R i i
j jH γ α α

β βγ ττ ++→ , Iτ ∈  на отрезке с концами t  и t h+  при-

меним теорему Лагранжа о конечном приращении. Получим такую точку ( )0;1hθ ∈
, что  

( ) ( )
( )

( ) 1 1

1 1( ) ( )1 1 1 1

1 1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...( , ) ( , )... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...

t h r k

s lht h t hr k r k

s l s l

t h R i i
j jt ht h R t h Ri i i i

j j j jt h t

dH
H H h

dt

γ

γ γ

α α
β βγ θα α α α

β β β βγ γ

+

+ +

+
++ +

+ − = .  

Тогда с учетом равенства (Hh), получим  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , )... ; ... ... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ... ; ...

t h t h t hr k r k r k

s l s l s lh

t h R t h R t h Ri i i i i i
j j j j j jt h t t hH H dH

h dt

γ γ γα α α α α α
β β β β β βγ γ γ θ

+ + ++ + +
+ +−

− = − =   

( ) ( )( ) ( )
( ) 2 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s lh h

t h R i i i
j j ht h t hH t hγ ρ α α ι

β β ι ργ θ γ θγ θ ξ++
+ += Γ + + +   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k r

s lh h

t h R i i i
j j ht h t hH t hγ ρ α α ι

β β ι ργ θ γ θγ θ ξ+ −+
+ ++ Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1

2 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s lh h

t h R i i
j j j ht h t hH t hγ α α ρ ι

ρ β β ιγ θ γ θγ θ ξ++
+ +− Γ + − −   

( ) ( )( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k

s l sh h

t h R i i
j j j ht h t hH t hγ α α ρ ι

ρ β β ιγ θ γ θγ θ ξ+

−

+
+ +− Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 2 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s lh h h

t h R i i
j j ht h t h t hH t h Fγ ρα α α ι κ

β β ι ρ κγ θ γ θ γ θγ θ ξ++
+ + ++ Γ + + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k k

s lh h h

t h R i i
j j ht h t h t hH t h Fγ α α ρ α ι κ

β β ι ρ κγ θ γ θ γ θγ θ ξ+ −+
+ + ++ Γ + −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1

1 2 1

( , ) ... ; ...
... ; ... ...t h r k

s lh h h

t h R i i
j j ht h t h t hH t h Fγ α α ρ ι κ

ρ β β ιβ κγ θ γ θ γ θγ θ ξ++
+ + +− Γ + − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1

( , ) ... ; ...
... ; ...

t h r k

s l lh h h

t h R i i
j j ht h t h t hH t h Fγ α α ρ ι κ

β β ρ ιβ κγ θ γ θ γ θγ θ ξ+

−

+
+ + +− Γ + .  

Поскольку ( )( ) ( )( )
0

, ,t h th
t h R t Rγ γ+ →
+ → , то в силу непрерывной зависимости ре-

шений дифференциального уравнения от начальных условий, в некоторой окрест-
ности J I⊂  точки t  имеем ( ) ( )

( ) ( )( , ) ( , )

0

t h tt h R t R

h
H Hγ γ

γ τ γ τ
++

→
→  равномерно для всех Jτ ∈ . Тогда 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( , ) ( , )... ; ... ... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ... ... ; ...0

lim t h tr k r k r k

s l s l s lh

t h R t Ri i i i i i
j j j j j jt h t th

H H Rγ γα α α α α α
β β β β β βγ θ γ γ

++
+→

= = . Кроме того, в силу непре-

рывности имеем  
( )( ) ( )( )

0
lim i i

hh
t h tι ρ ι ργ θ γ

→
Γ + = Γ ,   ( ) ( )0

lim
ht h th

ι ι
γ θ γξ ξ+→

= ,  

( )( ) ( )( )
0

lim hh
t h tα α

ι ρ ι ργ θ γ
→
Γ + =Γ ,   ( ) ( )0

lim
ht h th

F Fι ι
κ κγ θ γ+→
= .  

В таком случае обнаруживаем  

( ) ( )
( ) ( )1 1 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , )... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

0
lim

t h t hr k r k

s l s l

t h R t h Ri i i i
j j j jt h t

h

H H
h

γ γα α α α
β β β βγ γ

+ ++ +
+

→

−
− =   

( ) ( )( ) ( )
2 1 1

1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i i
j jt tR tρ α α ι

β β ι ργ γγ ξ= Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k r

s l

i i i
j jt tR tρ α α ι

β β ι ργ γγ ξ−+ Γ +   

( ) ( )( ) ( )
1 1

2 1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j j jt tR tα α ρ ι

ρ β β ιγ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l s

i i
j j jt tR tα α ρ ι

ρ β β ιγ γγ ξ
−

− Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1

1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fρα α α ι κ

β β ι ρ κγ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ α ι κ

β β ι ρ κγ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ ι κ

ρ β β ιβ κγ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l l

i i
j jt t tR t Fα α ρ ι κ

β β ρ ιβ κγ γ γγ ξ
−

− Γ . 
С учетом этого, будем иметь  
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( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

1 11 1 2 1 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ...... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ... ...
r k

s lr k r k

s l s l

i i
j jti i i i i

t j j j jt t t

dR
R R t

dt

α α
β βγα α ρ α α ι

β β β β ι ργ γ γγ ξ∇ = + Γ + +   

( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k r

s l

i i i
j jt tR tρ α α ι

β β ι ργ γγ ξ−+ Γ +  

( ) ( )( ) ( )
1 1

2 1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j j jt tR tα α ρ ι

ρ β β ιγ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l s

i i
j j jt tR tα α ρ ι

ρ β β ιγ γγ ξ
−

− Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1

1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fρα α α ι κ

β β ι ρ κγ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ α ι κ

β β ι ρ κγ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ ι κ

ρ β β ιβ κγ γ γγ ξ− Γ − −  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l l

i i
j jt t tR t Fα α ρ ι κ

β β ρ ιβ κγ γ γγ ξ
−

− Γ .    (12)  
 
З а м е ч а н и е . 1) Для того, чтобы поле смешанных тензоров H , заданное 

вдоль кривой C  было параллельным необходимо и достаточно, чтобы смешанная 
ковариантная производная от него была равна нулю.  

2) Пусть вдоль кривой C  задано тензороное поле S  типа ( ),r s . Тогда сме-
шанная ковариантная производная tS∇  тензороного поля S  совпадает с обычной 
ковариантной производной tS∇ .  

Действительно, пусть тензороное поле в карте ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  

имеет компоненты ( )
1

1

...
...

r

s

i i
j jtSγ  и карта ( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  f -связана с пре-

дыдущей картой. Тогда  

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1

11 2 1

1 1

...
...... ...

... ... ...
r

sr r

s s

i i
j jti i i i i

t j j j jt t t

dS
S S t

dt
γ ρ ι

ι ργ γ γγ ξ∇ = + Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 2 1

... ...
... ... ...r r r

s s

i i i i i
j j j j jt t t tS t S tρ ι ρ ι

ι ρ ρ ιγ γ γ γγ ξ γ ξ−+ Γ − Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ...
... ...

r r

s s s

i i i i
j j j t j jt t tS t Sρ ι

ρ ιγ γ γγ ξ
−

− Γ = ∇ .  

3) Пусть в каждой точке ( )q f M∈  задан тензор ( )Tk
q l qW N∈ T . Рассмотрим 

тензорное поле ,
, ( , )T k
l M NΩ∈  определяемое правилом ( )p f pWΩ = , p M∈ . Тогда 

( ) ( )
1 1

1 1

; ... ...
; ... ...

k k

l lt tt tWα α α α
β β β βγ γ∇ Ω =∇ .  

Действительно, по определению имеем  

( )
( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1

11 2 1

1 1

; ...
; ...; ... ; ...

; ... ; ... ...
k

lk k

l l

t
t t t t t

d
f t F

dt

α α
β βγα α ρα α α ι κ

β β β β ι ρ κγ γ γ γγ ξ
Ω

∇ Ω = +Ω Γ + +   

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1 1

1

; ...
; ...

k k

lt t tf t Fα α ρ α ι κ
β β ι ρ κγ γ γγ ξ−+Ω Γ −   

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

2 1

; ...
; ... ...k

lt t tf t Fα α ρ ι κ
ρ β β ιβ κγ γ γγ ξ−Ω Γ − −  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

1 1

; ...
; ...

k

l lt t tf t Fα α ρ ι κ
β β ρ ιβ κγ γ γγ ξ

−
−Ω Γ =   
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( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1

1 2 1

1

...

... ...
... ...

k

l k

l

f t
t tf t

dW
W f t F

dt

α α
β βγ ρα α α ι κ

β β ι ρ κγ γγ γ ξ= + Γ + +   

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1 1

1

...

...
k k

l t tf tW f t Fα α ρ α ι κ
β β ι ρ κγ γγ γ ξ−+ Γ −   

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

2 1

...
... ...k

l t tf tW f t Fα α ρ ι κ
ρ β β ιβ κγ γγ γ ξ− Γ − −  

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

1 1

...

...
k

l l t tf tW f t Fα α ρ ι κ
β β ρ ιβ κγ γγ γ ξ

−
− Γ =   

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 2 1 11

1 1

...

... ... ...
... ......

k

l k k k

l l

t
t t t t

dW
W t W t

dt

α α
β βγ ρα α α α ρ αα ι ι

β β ι ρ β β ι ργ γ γ γγ ζ γ ζ−= + Γ + + Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

2 1 1 1

... ...
... ......k k

l l lt t t tW t W tα α α αρ ι ρ ι
ρ β β ιβ β β ρ ιβγ γ γ γγ ζ γ ζ

−
− Γ − − Γ =   

( )
1

1

...

...
k

lt tW α α
β βγ= ∇ .  

 
Лемма 4 (свойства смешанной ковариантной производной). (1) Для произ-

вольных полей смешанных тензоров R  и S   
( )t t tR S R S∇ + =∇ +∇   .  

(2) Для произвольных поля смешанных тензоров R  и скалярной функции f , 
заданных вдоль кривой C   

( )t t
dff R R f R
dt

∇ = + ∇  .  

(3) Для произвольных полей смешанных тензоров R  и S   
( )t t tR S R S R S∇ ⊗ =∇ ⊗ + ⊗∇   .  

(4) (замена параметризации кривой).  Пусть τ  – другой параметр кривой 
C , и ( )t σ τ=  – функция замены параметра. Тогда  

t
dR R
dτ
σ
τ

∇ = ∇  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) По определению смешанной ковариантной про-
изводной, будем иметь  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0

1lim t h
t tt t h th

R S R S R S
h

γ
γγ γ γ

+

+→
∇ + = Π + − + =   

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )0

1lim t h
t t h t h t th

R S R S
h

γ
γ γ γ γ γ

+
+ +→

= Π + − + =   

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )0

1lim t h t h
t t h t t h t th

R S R S
h

γ γ
γ γ γ γ γ γ

+ +
+ +→

= Π +Π − − =   

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )0 0

1 1lim limt h t h
t t h t t t h th h

R R S S
h h

γ γ
γ γ γ γ γ γ

+ +
+ +→ →

= Π − + Π − =   

( ) ( )t tt tR Sγ γ= ∇ +∇  .  
(2) По определению смешанной ковариантной производной, получим  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0

1lim t h
t tt t h th

f R f R f R
h

γ
γγ γ γ

+

+→
∇ = Π − =   



Зубрилин К.М. «КОВАРИАНТНОЕ ДИФФЕ…» 187 
 

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0

1lim t h
t t h th

f t h R f t R
h

γ
γ γ γγ γ+

+→
= Π + − =   

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )( )0

1lim t h
t t h th

f t h R R
h

γ
γ γ γγ +

+→
= + Π − +   

( )( ) ( )( )
( )0

lim th

f t h f t
R

h γ

γ γ
→

+ −
+ =  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )tt t
df t R f t R
dt γ γγ γ= + ∇ .  

(3) По определению смешанной ковариантной производной, находим  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0

1lim t h
t tt t h th

R S R S R S
h

γ
γγ γ γ

+

+→
∇ ⊗ = Π ⊗ − ⊗ =   

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )0

1lim t h
t t h t h t th

R S R S
h

γ
γ γ γ γ γ

+
+ +→

= Π ⊗ − ⊗ =   

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )0

1lim t h t h
t t h t t h t th

R S R S
h

γ γ
γ γ γ γ γ γ

+ +
+ +→

= Π ⊗Π − ⊗ =   

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )0

1lim t h t h t h
t t h t t h t t h th

R S R S
h

γ γ γ
γ γ γ γ γ γ γ

+ + +
+ + +→

= Π ⊗Π −Π ⊗ +   

( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )0

1lim t h
t t h t t th

R S R S
h

γ
γ γ γ γ γ

+
+→

+ Π ⊗ − ⊗ =  

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )0 0

1lim limt h t h
t t h t t h th h

R S S
h

γ γ
γ γ γ γ γ

+ +
+ +→ →

= Π ⊗ Π − +   

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )0

1lim t h
t t h t th

R R S
h

γ
γ γ γ γ

+
+→

+ Π − ⊗ =  

( ) ( ) ( ) ( )t tt t t tR S R Sγ γ γ γ= ∇ ⊗ + ⊗∇  .  

(4) В этом случае функция ( ) ( )( )γ τ γ σ τ=  определяет другую параметриза-

цию кривой C ; иными словами, ( )k ku γ τ=  , k kuγ γ= 
  – другие параметрические 

уравнения кривой U ∩C  в U . Пусть ϑ  – поле касательных векторов к кривой C , 

отнесенной к параметру τ . Тогда d
d
σϑ ξ
τ

= .  Найдем смешанную ковариантную 

производную от поля смешанных тензоров R  вдоль кривой C , отнесенной к па-
раметру τ . Получим  

1 1

1 11 1 2 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1

... ; ...
... ; ...... ; ... ... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ... ... ; ......
r k

s lr k r k r k r

s l s l s l

i i
j ji i i i i ii i

j j j j j j

dR
R R R

d

α α
β βα α ρ α α ρ α αι ι

τ β β β β ι ρ β β ι ρϑ ϑ
τ

−∇ = + Γ + + Γ +  

1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j jR Rα α α αρ ι ρ ι

ρ β β ι ρ β β ιϑ ϑ
−

− Γ − − Γ +   
1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s l

i i i i
j j j jR F R Fρα α α α ρ αα ι κ ι κ

β β ι ρ κ β β ι ρ κϑ ϑ−+ Γ + + Γ −   
1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l l

i i i i
j j j jR F R Fα α α αρ ι κ ρ ι κ

ρ β β ιβ κ β β ρ ιβ κϑ ϑ
−

− Γ − − Γ =   
1 1

1 1 2 1 1 1 11

1 1 1 1

... ; ...
... ; ... ... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ......
r k

s l r k r k r

s l s l

i i
j j i i i ii i

j j j j

dR d d dR R
dt d d d

α α
β β ρ α α ρ α αι ι

β β ι ρ β β ι ρ
σ σ σξ ξ
τ τ τ

−= + Γ + + Γ +   
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1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j j

d dR R
d d

α α α αρ ι ρ ι
ρ β β ι ρ β β ι

σ σξ ξ
τ τ−

− Γ − − Γ +   

1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s l

i i i i
j j j j

d dR F R F
d d

ρα α α α ρ αα ι κ ι κ
β β ι ρ κ β β ι ρ κ

σ σξ ξ
τ τ

−+ Γ + + Γ −   

1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l l

i i i i
j j j j

d dR F R F
d d

α α α αρ ι κ ρ ι κ
ρ β β ιβ κ β β ρ ιβ κ

σ σξ ξ
τ τ−

− Γ − − Γ =   

1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l

i i
t j j

d R
d

α α
β β

σ
τ

= ∇ .  

 
2.5. Смешанная ковариантная производная смешанного тензорного поля 

в направлении векторного поля.  
 
Определим смешанную ковариантную производную X R∇  в направлении X  

от смешанного тензорного поля R  следующим образом.  
 
Определение 2 (смешанной ковариантной производной в направлении век-

торного поля). Пусть X  – векторное поле на многообразии M , а R  – смешанное 

тензорное поле типа 
,
,

r k
s l
 
 
 

 на многообразии M . Для произвольной точки p M∈  

проведем через точку p  в направлении вектора pX  кривую C  в M  с параметри-
зацией ( )tγ , то есть ( )0 pγ =  и ( )0 pXγ ′ = . Смешанная ковариантная производная 

X pR∇  в точке p  определяется правилом  

( )0X p tR Rγ∇ = ∇  .  
 
З а м е ч а н и е  (о компонентах смешанной ковариантной производной в на-

правлении векторного поля). Для произвольной точки p M∈  пусть ( ), , nc U ϕ=   

и ( ), , mc V ψ=   такие f -связанные карты, что p U∈ . Проведем через точку p  в 
направлении вектора pX  кривую C  в U  с параметризацией ( )tγ , то есть 
( )0 pγ =  и ( )0 pXγ ′ = .  

Имеет место равенство  

( ) ( ) ( )( )( )
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

... ; ...... ; ... ... ; ...,...,... ; ...
r k

r k n s l
s l

i ii i j jt tj jt
dRdR

dt dt

α α
α α β βϕ γ γβ βγ

−

= =   

( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s l s l

i i i i
j j j jt t

t

R Rd t
u dt u

α α α αι
β β β βγ γ ι

γι ι

γ
ξ

∂ ∂
= =

∂ ∂
,  

где ( )
( )

t

d t
dt

ι
ι
γ

γ
ξ =  – касательный вектор к кривой C  в точке ( )tγ . В таком слу-

чае, равенство (12) примет вид  
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( )
( )

( )

1 1

1 11 1

1 1

... ; ...

... ; ...... ; ...
... ; ...

r k

s lr k

s l

i i
j jti i

t j jt t

R
R

u

α α
β βγα α ι

β βγ γι ξ
∂

∇ = +
∂

   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k r

s l s l

i i i ii i
j j j jt t t tR t R tρ α α ρ α αι ι

β β ι ρ β β ι ργ γ γ γγ ξ γ ξ−+ Γ + + Γ +  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j jt t t tR t R tα α α αρ ι ρ ι

ρ β β ι ρ β β ιγ γ γ γγ ξ γ ξ
−

− Γ − − Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1

1 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fρα α α κ ι

β β κ ρ ιγ γ γγ ξ+ Γ + +   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

... ; ...
... ; ...

r k k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ α κ ι

β β κ ρ ιγ γ γγ ξ−+ Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1

... ; ...
... ; ... ...r k

s l

i i
j jt t tR t Fα α ρ κ ι

ρ β β κ β ιγ γ γγ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

... ; ...
... ; ...

r k

s l l

i i
j jt t tR t Fα α ρ κ ι

β β ρ κ β ιγ γ γγ ξ
−

− Γ ,  
которое можно записать в виде  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k r k

s l s l

i i i i
t j j j jt t tR Rα α α αι

β β ι β βγ γ γξ∇ = ⋅∇  ,  
где  

( )
( )

1 1

1 11 1

1 1

... ; ...

... ; ...... ; ...
... ; ...

r k

s lr k

s l

i i
j jti i

j jt

R
R

u

α α
β βγα α

ι β βγ ι

∂
∇ = +

∂
   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k r

s l s l

i i i ii i
j j j jt tR t R tρ α α ρ α α

β β ι ρ β β ι ργ γγ γ−+ Γ + + Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j jt tR t R tα α α αρ ρ

ρ β β ι ρ β β ιγ γγ γ
−

− Γ − − Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s l

i i i i
j j j jt t t tR t F R t Fρα α α α ρ αα κ κ

β β κ ρ ι β β κ ρ ιγ γ γ γγ γ−+ Γ + + Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l l

i i i i
j j j jt t t tR t F R t Fα α α αρ κ ρ κ

ρ β β κ β ι β β ρ κ β ιγ γ γ γγ γ
−

− Γ − − Γ .  

С учетом равенств ( )0 pγ =  и ( )0 pXγ ′ = , мы приходим к равенству  
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ...

r k r k

s l s l

i i i i
X j j j jR X Rα α α αι

β β ι β β∇ = ⋅∇  ,    (СКПН_1)  
где  

1 1

1 11 1 2 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1

... ; ...
... ; ...... ; ... ... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ... ... ; ......
r k

s lr k r k r k r

s l s l s l

i i
j ji i i i i ii i

j j j j j j

R
R R R

u

α α
β βα α ρ α α ρ α α

ι β β β β ι ρ β β ι ρι
−

∂
∇ = + Γ + + Γ +

∂
   

1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l s

i i i i
j j j j j jR Rα α α αρ ρ

ρ β β ι ρ β β ι−
− Γ − − Γ +   

1 2 1 1 11

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s l

i i i i
j j j jR F R Fρα α α α ρ αα κ κ

β β κ ρ ι β β κ ρ ι
−+ Γ + + Γ −   

1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s l l

i i i i
j j j jR F R Fα α α αρ κ ρ κ

ρ β β κ β ι β β ρ κ β ι−
− Γ − − Γ .  (СКПН_2) 

 
Лемма 5 (свойства смешанной ковариантной производной в направлении 

векторного поля). (1) Для произвольных полей смешанных тензоров R  и S   
( )X X XR S R S∇ + =∇ +∇   .  

(2) Для произвольных поля смешанных тензоров R  и скалярной гдадкой 
функции f , заданных на многообразии M   

( )X Xf R Xf R f R∇ = ⋅ + ⋅∇  .  
(3) Для произвольных полей смешанных тензоров R  и S   

( )X X XR S R S R S∇ ⊗ =∇ ⊗ + ⊗∇   .  
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(4) Для произвольных векторных полей X  и Y , и смешаннаго тензорного 
поля R   

X Y X YR R R+∇ = ∇ +∇   .  
(5) Для произвольных векторного поля X , гдадкой функции f  и смешаннаго 

тензорного поля R   
fX XR f R∇ = ∇  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) По определению смешанной ковариантной про-
изводной в направлении векторного поля и свойству (1), получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00X t t t X p X pp
R S R S R S R Sγ γγ

∇ + = ∇ + =∇ +∇ =∇ +∇      .  

(2) Функция f  определена вдоль кривой C . Применяя свойство (2), обна-
руживаем  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 00
0 0X t tp

dff R f R R f R
dt γ γγ

γ γ∇ =∇ = + ∇ =     

( ) ( ) ( )0 p X p
d f

R f p R
dt

γ
= + ∇ =



   

( ) ( )( ) ( )( )( )( )
( ) ( )

1 1 ,...,
0

n

p X p

d f u t u t
R f p R

dt

ϕ γ γ−

= + ∇ =
  

   

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 1 ,...,
0

n

p X p

d f t t
R f p R

dt

ϕ γ γ−

= + ∇ =


   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1 0 ,..., 0 0
i

n
p X pi

f d R f p R
u dt
ϕ γγ γ

−∂
= ⋅ + ∇ =

∂



   

( )( ) ( )0 i
p p X pi

f X R f p R
u

γ∂
= + ∇ =
∂

   

( ) ( ) ( ) ( )i
p p X p p X pi

f p X R f p R Xf p R f p R
u
∂

= + ∇ = + ∇
∂

  .  

 
(3) Применяя свойство (3), будем иметь  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00X t t tp
R S R S R S R Sγ γ γ γγ

∇ ⊗ =∇ ⊗ =∇ ⊗ + ⊗∇ =      

X p p p X pR S R S=∇ ⊗ + ⊗∇  .  
 
(4) С учетом замечания о компонентах смешанной ковариантной производ-

ной в направлении векторного поля (см. (СКПН_1)), получим  
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s l s l

i i i i
X p j j p p j jR X Rα α α αι

β β ι β β∇ = ∇  ,  
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s l s l

i i i i
Y p j j p p j jR Y Rα α α αι

β β ι β β∇ = ∇  ,  

( )1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s l s l

i i i i
X Y p j j p j jp

R X Y Rια α α α
β β ι β β+∇ = + ∇ =    

( ) 1 1

1 1

... ; ...

... ; ...
r k

s l

i i
p p p j jX Y R α αι ι

ι β β= + ∇ =   
1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s l s l

i i i i
p p j j p p j jX R Y Rα α α αι ι

ι β β ι β β= ∇ + ∇ =    
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1 1 1 1

1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s l s l

i i i i
X p j j Y p j jR Rα α α α

β β β β= ∇ +∇  .  
 
(5) Как и в предыдущем пункте, получим  

( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ... ... ; ...
r k r k r k

s l s l s l

i i i i i i
fX p j j p j j p p j jp

R fX R f p X Rια α α α α αι
β β ι β β ι β β∇ = ∇ = ∇ =     

( ) 1 1

1 1

... ; ...

... ; ...
r k

s l

i i
X p j jf p R α α

β β= ∇ .  
 
З а м е ч а н и е  (о ковариантном дифференциале). Свойства (4) и (5) показы-

вают, что отображение XX R→∇  является линейным из ( )X M  в ( )F M -модуль 
,
, ( , )T r k

s l M N . Согласно теореме об отождествлении смешанных тензорных полей 
полилинейными отображениями, линейное отображение XX R→∇  отождествля-
ется со смешанным тензорным полем из ,

1, ( , )T r k
s l M N+ .  

 
2.6. Смешанный ковариантный дифференциал  
 
Определение 3 (смешанного ковариантного дифференциала). Смешанное 

тензорное поле из ,
1, ( , )T r k

s l M N+ , определяемое как 1s + -линейное отображение из 

( ) 1
X

sM +  в ( )F M -модуль ,
0, ( , )T r k

l M N  правилом  

( ) ( )
11 2 1 1 2, ,..., , , ,...,

ss s X sX X X X R X X X
++ →∇   

для лювых векторных полей Xι , 1, 1sι = +  на M , называется смешанным кова-
риантным дифференциалом от смешанного тензорного поля ,

, ( , )Tr k
s lR M N∈ , и 

обозначается R∇ .  
При этом, учитывая равенство (СКПН_1), компоненты смешанного ковари-

антного дифференциала R∇  в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =  и 

( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =  имеют вид  
1 1

1 1

1 1 1 11
1

... ; ...
... ; ...

... ; ...
; ...

,..., ,
r k

r k

s s l s s
l

i i
i i

j j j j jjR R
u u u

α α
α α

β β
β β

+ +

∂ ∂ ∂ ∇ =∇ = ∂ ∂ ∂ 
    

1 1

1
1 1

... ; ...

; ...

,...,
r k

s
js l

i i

jj
u

R
u u

α α

β β+

∂
∂

∂ ∂ = ∇ = ∂ ∂ 
   

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...

... ; ... ... ; ...
r k r k

s s l s s l

i i i i
j j j j j jR Rα α α αι

ι β β β βδ
+ +

= ∇ =∇  .    (СКПН_3)  
Сопоставляя равенства (СКПН_2) и (СКПН_3), приходим к равенству  

1 1

1 11 1

1 1 1 1

... ; ...
... ; ...... ; ...

... ; ...

r k

s lr k

s s l s

i i
j ji i

j j j j

R
R

u

α α
β βα α

β β+ +

∂
∇ = +

∂
   

2 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k r

s l s s l s

i i i ii i
j j j j j jR Rρ α α ρ α α

β β ρ β β ρ
−

+ +
+ Γ + + Γ +  

1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s s l s s

i i i i
j j j j j j j jR Rα α α αρ ρ

ρ β β ρ β β+ − +
− Γ − − Γ +   

1 2 1 1 11

1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k k

s l s s l s

i i i i
j j j j j jR F R Fρα α α α ρ αα κ κ

β β κ ρ β β κ ρ
−

+ +
+ Γ + + Γ −   
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1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1 1

... ; ... ... ; ...
... ; ... ... ; ......r k r k

s l s s l l s

i i i i
j j j j j jR F R Fα α α αρ κ ρ κ

ρ β β κ β β β ρ κ β+ − +
− Γ − − Γ .  (СКПН_4)  

 
2.7. Вектора кривиз кривой-образа  
 
Лемма 6 (о ковариантной производной действия смешанного тензора). 

Пусть :f M N→  – гладкое отображение аффинно-связного пространства 
( ),M ∇  в аффинно-связное пространство ( ),N ∇ , при котором гладкая кривая C  

переходит в кривую ( )f=C C . Пусть ( )ιχ , 1,rι =  – поля векторов, заданных 

вдоль кривой C , ( )0,1
, 0 ,T rQ M N∈  – смешанный тензор и ( )(1) (2) ( ), ,..., rQη χ χ χ=  – 

векторное поле вдоль кривой-образа C , являющееся действием смешанного тен-
зора Q  на векторные поля ( )ιχ , 1,rι = . Тогда  

( ) ( )(1) (2) ( ) (1) (2) ( ), ,..., , , ,...,t r t rQ Qη χ χ χ ξ χ χ χ∇ =∇ + ∇ +   

( ) ( )(1) (2) ( ) (1) (2) ( ), ,..., ... , ,...,t r t rQ Qχ χ χ χ χ χ+ ∇ + + ∇ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть смешанный тензор ( )0,1
, 0 ,T rQ M N∈  в  

f -связанных картах  

( ), , nU ϕ  , ( )1 2, , ..., nu u uϕ =   и  ( ), , mV ψ  , ( )1 2, , ..., mv v vψ =   

имеет компоненты 
1 2

;
... ;r

j
i i iQ , векторные поля ( )ιχ , 1,rι =  в карте ( ), , nU ϕ   имеет 

компоненты ( )
h
ιχ , то векторное поле η  имеет компоненты hη   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
(1) (2) ( ) ... ; (1) (2) ( ), ,..., ... r

r

h i i ih h
r i i i rt t t t tt

Q Qγ γ γ γ γγ
η χ χ χ χ χ χ= = .  

Пусть ξ  – поле касательных векторов вдоль кривой C , а ζ  – поле касатель-
ных векторов вдоль кривой-образа C . В картах ( ), , nU ϕ   и ( ), , mV ψ   они име-

ют компоненты ( )
j

tγξ  и ( )
h

tγζ . Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
hh h j

jt t tt
F Fγ γ γγ

ζ ξ ξ= = ,  

где F  это f -связывающий аффинор.  
Ковариантная производная tχ∇  в произвольной точке ( )tγ  кривой C  имеет 

компоненты  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

k
tk k i j

t i jt t t

d
t

dt
γ

γ γ γ

χ
χ γ ξ χ∇ = + Γ .  

Компоненты ковариантной производной tη∇  в произвольной точке ( )tγ  
кривой-образа C  карты ( ), , mV ψ  , будут иметь вид   

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

k
tk k

t t t t

d
t

dt
γ κ ρ

κ ργ γ γ

η
η γ ζ η∇ = + Γ =   
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t td Q

dt
γ γ γ γχ χ χ

= +   

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t t t tt F Qκ ι ρ

κ ρ ιγ γ γ γ γ γγ ξ χ χ χ+Γ =   

( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

;
... ;

(1) (2) ( )...r r

k
i i it i i i

rt t t

dQ
dt

γ
γ γ γχ χ χ= +   

( )
( )

( ) ( )

1

2

1 2

(1);
... ; (2) ( )... r

r

i
t i ik

i i i rt t t

d
Q

dt
γ

γ γ γ

χ
χ χ+ +   

( ) ( )
( )

( )

2

1

1 2

(2);
... ; (1) ( )... ...r

r

i
ti ik

i i i rt t t

d
Q

dt
γ

γ γ γ

χ
χ χ+ + +   

( ) ( ) ( )
( )1 2

1 2

( );
... ; (1) (2) ...

r

r

i
r ti ik

i i it t t

d
Q

dt
γ

γ γ γ

χ
χ χ+ +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t t t tQ t Fρ κ ι

κ ρ ιγ γ γ γ γ γγ χ χ χ ξ+ Γ =   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

;
... ;

(1) (2) ( )...r r

k
i i it i i i

rt t t

Q d t
u dt

ι
γ

γ γ γι

γ
χ χ χ

∂
= +

∂
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 2

1 2

;
... ; (1) (1) (2) ( )... r

r

i i i ik j
i i i t j rt t t t t tQ t ι

ιγ γ γ γ γ γχ γ ξ χ χ χ+ ∇ −Γ +   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 2

1 2

;
... ; (1) (2) (2) ( )... ...r

r

i i i ik j
i i i t j rt t t t t tQ t ι

ιγ γ γ γ γ γχ χ γ ξ χ χ+ ∇ −Γ + +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( ) ( )... r r

r

i i i ik j
i i i t r j rt t t t t tQ t ι

ιγ γ γ γ γ γχ χ χ γ ξ χ+ ∇ −Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t t t tQ t Fρ κ ι

κ ρ ιγ γ γ γ γ γγ χ χ χ ξ+ Γ =  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

;
... ;

(1) (2) ( )...r r

k
i i it i i i

rt t t t

Q
u

γ ι
γ γ γ γι ξ χ χ χ

∂
= −

∂
  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2 1

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t t tQ tρ ι

ρ ιγ γ γ γ γγ χ χ χ ξ− Γ −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... ...r

r

i i ik
i i i rt t t t tQ tρ ι
ρ ιγ γ γ γ γγ χ χ χ ξ− Γ − −   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t t tQ tρ ι

ρ ιγ γ γ γ γγ χ χ χ ξ− Γ +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i rt t t t t tQ t Fρ κ ι

κ ρ ιγ γ γ γ γ γγ χ χ χ ξ+ Γ +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... ...r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ + +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ =   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1 21 2

;
... ;

(1) (2) ( )... rr

k
i i iti i i

rt t t t

Q
u

γι
γ γ γ γ ιχ χ χ ξ

 ∂
= + ∂

  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 2 1

; ;
... ; ... ;r r

k k
i i i i i it t tQ t F Q tρ κ ρ

κ ρ ι ρ ιγ γ γγ γ+ Γ − Γ −  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2

; ;
... ; ... ;...

r r

k k
i i i i i it tQ t Q tρ ρ
ρ ι ρ ιγ γγ γ


− Γ − − Γ +


  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... ...r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ + +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ .  

Учитывая равенство (СКПН_2), получим  

( )
( )

( ) ( )( )1 2

1 2 2 1

;
... ;; ;

... ; ... ;
r

r r

k
i i itk k

i i i i i it t

Q
Q Q t

u
γ ρ

ι ρ ιγ γι γ
∂

∇ = − Γ −
∂

  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2

; ;
... ; ... ;...

r r

k k
i i i i i it tQ t Q tρ ρ
ρ ι ρ ιγ γγ γ− Γ − − Γ +   

( ) ( )( ) ( )1 2

;
... ;r

k
i i it tQ t Fρ κ

κ ρ ιγ γγ+ Γ .  
В таком случае, приходим к равенству  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik k
t i i i rt t t t t tQ ι

ιγ γ γ γ γ γη χ χ χ ξ∇ =∇ +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... ...r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ + +   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

;
... ; (1) (2) ( )... r

r

i i ik
i i i t rt t t tQγ γ γ γχ χ χ+ ∇ =   

( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) ( ) (1) (2) ( ), ,..., , , ,...,
k k

r t rt t
Q Q

γ γ
χ χ χ ξ χ χ χ=∇ + ∇ +   

( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) ( ) (1) (2) ( ), ,..., ... , ,...,
k k

t r t rt t
Q Q

γ γ
χ χ χ χ χ χ+ ∇ + + ∇ ,  

отсюда и получается требуемое.  
 
Следствие (о ковариантной производной действия смешанного тензора на 

параллельные векторные поля). Пусть :f M N→  – гладкое отображение аф-
финно-связного пространства ( ),M ∇  в аффинно-связное пространство ( ),N ∇ , 

при котором гладкая кривая C  переходит в кривую ( )f=C C . Пусть ( )ιχ , 1,rι =  
– поля векторов, параллельные вдоль кривой C , ( )0,1

, 0 ,T rQ M N∈  – смешанный 

тензор и ( )(1) (2) ( ), ,..., rQη χ χ χ=  – векторное поле вдоль кривой-образа C , являю-

щееся действием тензора Q  на векторные поля ( )ιχ , 1,rι = . Тогда  

( )(1) (2) ( ), ,..., ,t rQη χ χ χ ξ∇ =∇ .  

Действительно, так как векторные поля ( )ιχ , 1,rι =  параллельны вдоль кри-

вой C , то ( ) 0t ιχ∇ = , 1,rι = ; отсюда получим требуемое.  
 
Определение 4 (тензора аффинной деформации гладкого отображения). 

Пусть :f M N→  – гладкое отображение аффинно-связного пространства 
( ),M ∇  в аффинно-связное пространство ( ),N ∇ . Смешанный ковариантный 
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дифференциал F∇  f -связывающего аффинора ( )0,1
1, 0 ,TF M N∈  называется тен-

зором аффинной деформации отображения f , и обозначается буквой H .  
Таким образом, по определению  

H F=∇ .  
Тензор аффинной деформации H  является элементом из ( )0,1

2, 0 ,T M N . f -

связывающий аффинор F  имеет в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )
1,

i

i n
uϕ

=
=  и 

( ), , mV ψ  , ( )
1,

j

j n
vψ

=
=  компоненты  

( ) ( ) ( );
;

j j
j

p i i i

v f vF p p
u u

∂ ∂
= =

∂ ∂



.  

В таком случае, тензор аффинной деформации H  в f -связанных картах 

( ), , nU ϕ   и ( ), , mV ψ   будет иметь компоненты  

( ) ( )( )1

1 2 2 1 2 1 1 22

;
;; ; ; ; ;

; ; ; ; ;

k
pik k k k

pi i i pi p i i pi p ii

F
H F F p F F f p

u
ρ ρ κ

ρ κ ρ

∂
= ∇ = − Γ + Γ =

∂
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 12 1 2 1

2 k k
k

i ii i i i
v v v vp p p p p f p

u u u u u

κ ρ
ρ

κ ρρ

∂ ∂ ∂ ∂
= − Γ + Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

.  

 
Тензор r -ой аффинной деформации отображения f  определяется индук-

тивно.  
 
Определение 5 (тензора r -ой аффинной деформации гладкого отображе-

ния). Пусть :f M N→  – гладкое отображение аффинно-связного пространства 
( ),M ∇  в аффинно-связное пространство ( ),N ∇ .  

Тензор аффинной деформации отображения f  называется тензором 1-ой 
аффинной деформации.  

Тензором r -ой аффинной деформации отображения f  называется сме-
шанный ковариантный дифференциал от тензора 1r − -ой аффинной деформа-
ции, и обозначается буквой rH .  

Таким образом, по определению  
1H H F= =∇ , 1r rH H −= ∇ .  

Отсюда в частности следует, что ( )0 ,1
1, 0 ,Tr rH M N+∈ . Кроме того, если тензор 

( )0,1
1 , 0 ,Tr rH M N− ∈  в f -связанных картах ( ), , nU ϕ  , ( )

1,

i

i n
uϕ

=
=  и ( ), , mV ψ  , 

( )
1,

j

j n
vψ

=
=  имеет компоненты 

1 2

;
1 ... ;r

k
r i i iH − , то тензор ( )0 ,1

1, 0 ,Tr rH M N+∈ , учитывая 

равенства (СКПН_4), имеет компоненты  

1 2 1 1 2 1

; ;
... ; 1 ... ;r r r r

k k
r i i i i r i i i iH H

+ +−= ∇ =   

1 2

2 1 1 1 1 21

;
1 ... ; ; ;

1 ... ; 1 ... ;
r

r r r rr

k
r i i i k k

r i i i i r i i i ii

H
H H

u
ρ ρ

ρ ρ+ ++

−
− −

∂
= − Γ − Γ −

∂
  



196 Зубрилин К.М. «КОВАРИАНТНОЕ ДИФФЕ…» 
 

1 2 1 1 2 1

; ;
1 ... ; 1 ... ;...

r r r r

k k
r i i i i r i i i iH H Fρ ρ κ

ρ κ ρ+ +− −− − Γ + Γ .  
 
З а м е ч а н и е . Для произвольного векторного поля X  на M  и смешанного 

тензорного поля ( )0,1
, 0 ,TrQ M N∈  векторное поле ( ),...,

r

Q X X


 на N  будем обозна-

чать ( )rQ X .  
 
Теорема 3 (о векторах кривиз кривой-образа геодезической). Пусть 

:f M N→  – гладкое отображение аффинно-связного пространства ( ),M ∇  в 
аффинно-связное пространство ( ),N ∇ , при котором геодезическая кривая C , 
отнесенная к каноническому параметру t , переходит в кривую ( )f=C C . Пусть 
ξ  – поле касательных векторов вдоль геодезической кривой C . Тогда поле векто-
ров m -ой кривизны mζ  вдоль кривой-образа C  имеет вид  

( ) ( )1

1

,...,m
m m m

m

H Hζ ξ ξ ξ+

+

= =


,  

где mH  – тензор m -ой аффинной деформации отображения f  .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ξ  – поле касательных векторов вдоль геодези-

ческой кривой C , отнесенной к каноническому параметру t ; тогда 0tξ∇ = ; ζ  – 
поле касательных векторов вдоль кривой-образа C . Тогда ( )Fζ ξ=  – действие 
f -связывающего аффинора F . Пусть 1ζ  – вектор первой кривизны вдоль кривой-

образа C . Применяя лемму о ковариантной производной действия смешанного 
тензора, получим  

( ) ( ) ( ) ( )2
1 , ,t tF F H Hζ ζ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= ∇ =∇ + ∇ = = .  

Предположим уже показано, что  
( )1 1 ,...,m m

m

Hζ ξ ξ− −=


.  

Тогда применяя лемму о ковариантной производной действия смешанного тен-
зора, получим  

( ) (


) (


)
0 0

1 1 1 1,..., , ,..., ... ,...,m t m m m t m t

m m m

H H Hζ ζ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
= =

− − − −= ∇ =∇ + ∇ + + ∇ =


 

  

( ) ( )1

1

,..., , m
m m

m

H Hξ ξ ξ ξ +

+

= =


,  

что и требовалось доказать.  
 
2.8. Уплащенные отображения  
 
Определение 6 (уплащенного отображения). Гладкое отображение 

:f M M→  аффинносвязного пространства ( , )M ∇  в аффинносвязное простран-
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ство ( , )M ∇  называется r -геодезическим, если при этом отображении каждая 
геодезическая кривая первого пространства переходит в кривую второго про-
странства, максимальный порядок уплощения которой не выше r -го, и при этом 
по крайней мере одну геодеческую кривую первого пространства переводит в кри-
вую второго пространства с максимальным порядком уплощения равным r .  

 
Исходя из данного определения и теоремы о структуре гладкой кривой сле-

дует, что геометрически r -геодезические отображения характеризуются тем, что 
они геодезические кривые преобразуют в кривые, которые на отдельных участках 
(дугах) являются m -геодезическими кривыми, причём m r .  

Таким образом, что бы проверить является ли отображение :f M M→  r -
геодезическим, надо взять геодезическую кривую C  в многообразии M  и найти 
максимальный порядок уплощения кривой-образа ( )f=C C  в M . Меняя произ-
вольным образом геодезическую кривую C  в M , будем получать новые макси-
мальные порядки уплощения кривой-образа. Если наибольший из всех этих по-
рядков равен числу r , то отображение f  будет r -геодезическим.  

Пусть ξ  – поле касательных векторов вдоль геодезической кривой C , отне-
сенной к каноническому параметру t . В таком случае ( )Fζ ξ=  – поле касатель-
ных векторов вдоль кривой-образа C , а согласно теореме о векторах кривиз кри-
вой-образа геодезической, ( )1m

m mHζ ξ +=  – поле векторов m -ой кривизны вдоль 

кривой-образа C .  
Таким образом, необходимым и достаточным условием r -геодезичности 

отображения :f M M→  является выполнения равенства  
( ) ( ) ( ) ( )2 1

1... 0r r
r rF H H Hξ ξ ξ ξ +
−∧ ∧ ∧ ∧ =   

для всех ξ  и выполнение неравенства  
( ) ( ) ( )2

1... 0r
rF H Hξ ξ ξ−∧ ∧ ∧ ≠   

для некоторого ξ .  
Если S оператор симметрирования, то последнее условия равносильны ус-

ловиям  
( )
( )

1

1

S ... 0,

S ... 0,
r r

r

F H H H

F H H
−

−

∧ ∧ ∧ ∧ =


∧ ∧ ∧ ≠
  

которые представляют собой уравнения r -геодезического отображения в ин-
вариантной форме, полученные С. Г. Лейко. 
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Аннотация. В работе векторные поля на многообразии определяются как 
дифференцирования алгебры функций. Тензорные поля отождествляются с поли-
линейными отображениями соответствующих модулей. Приводятся алгоритмы 
построения некоторых тензорных полей. Изучаются основные операции над тен-
зорными полями: свертывание и тензорное произведение.  

Ключевые слова: дифференцирование, векторное поле, тензор, тензорное по-
ле, аффинор, тензорное произведение, свертывание  

 
Введение: Языком изучения современной геометрии, и ее приложений являет-

ся тензорная алгебра. Определение векторных полей дифференцированиями взято 
из [1]. Изучение тензорных полей, тензорное произведение и свертывание ведется 
в стиле [2]. Основные конструкции тензорных полей приведены из [1] и [3]. По-
строения основных конструкций и доказательства их свойств детализированы.  

 
1. Дифференцирование алгебры  
 
Пусть   некоторая алгебра над полем  . Линейный оператор :u →   на-

зывается дифференцированием алгебры  , если выполняется равенство  
( ) ( ) ( )u f g u f g f u g⋅ = ⋅ + ⋅   

для произвольных ,f g∈ . Иначе говоря, отображение :u →   называется 
дифференцированием алгебры  , если выполняется условия  

( IA ) для произвольных ,f g∈  выполняется равенства  
( ) ( ) ( )u f g u f u g+ = + ;  

( IIA ) для произвольных λ∈  и f ∈  выполняется равенства  
( ) ( )u f u fλ λ= ;  

( IIIA ) для произвольных ,f g∈  выполняется равенства  
( ) ( ) ( )u f g u f g f u g⋅ = ⋅ + ⋅ .  

Множество ( )Diff   всех дифференцирований алгебры   образует модуль 
над кольцом  .  
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Гладкие векторные поля на гладком многообразии M  отождествляются с 

дифференцированиями алгебры ( )M∞  гладких функций на многообразии M .  
 
2. Перенос дифференциально-геометрических объектов посредством диф-

феоморфизма  
 
Пусть : M Nϕ →  произвольный диффеоморфизм гладких многообразий. Для 

гладкого отображения :f M → , композиция 1 :f Nϕ− →  на-
зывается переносом отображения f  с многообразия M  на много-
образие N  посредством диффеоморфизма ϕ , и обозначается * fϕ , 
то есть  

1
* f fϕ ϕ−=  .  

Перенос ( )1

*
gϕ−  отображения :g N →  с многообразия N  на многообразие 

M  посредством диффеоморфизма 1ϕ−  будем называть переносом 
отображения g  с многообразия N  на многообразие M  посредст-
вом диффеоморфизма ϕ , и обозначать *gϕ , то есть  

*g gϕ ϕ=  .  
Пусть для каждой точки p M∈  ( ) ( ) ( ) ( )* : p pp

M Nϕϕ →T T  есть дифференциал 

диффеоморфизма ϕ  в точке p . Рассмотрим такие карту ( ); ; n
Mc U u=   многооб-

разия M  и карту ( ); ; n
Nc V v=   многообразия N , что ( )U Vϕ ⊂ . Тогда компози-

ция ( ) ( )1 :v u u U v Vϕ − →   является представлением диффеоморфизма ϕ  в дан-
ных картах. В таком случае, по определению дифференциала отображения в точке, 
имеем ( ) ( ) ( ) ( )1 1

* ,, D
MN c pc p u pp

v uϕϕ θ ϕ θ− −=     .  
Пусть картирующие отображения u  и v  задают системы координат 
( )1,..., nu u u=  и ( )1,..., nv v v= . Тогда изоморфизм ( ), :

M

n
c p p Mθ →T  переводит 

стандартный базис ( )0,...,0,1,0,...,0i i
e =  арифметического пространства n  в коор-

динатный базис i
pu

∂ 
 ∂ 

 касательного пространства ( )p MT , соответственно, изо-

морфизм ( ) ( ) ( ), :
N

n
c p p Nϕ ϕθ →T  переводит стандартный базис ( )0,...,0,1,0,...,0j j

e =  

арифметического пространства n  в координатный базис 
( )

j
pv ϕ

∂ 
 ∂ 

 касательного 

пространства ( ) ( )p NϕT .  

Рассмотрим функции :k Uϕ → , определяемые правилом k kvϕ ϕ=  , 1,k n= . 
Тогда для произвольной точки p U∈  матрица  

1f f

M Nϕ

ϕ−

→





 

g g

M Nϕ

ϕ

→
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

n

n

n n n

n

p p p
u u u

p p p
u u u

p p p
u u u

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
 
 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ 





   



  

является матрицей дифференциала ( )* p
ϕ  относительно базисов i

pu
∂ 

 ∂ 
, 1,i n=  и 

( )
j

pv ϕ

∂ 
 ∂ 

, 1,j n= .  

Рассмотрим векторное поле ( )XX M∈  на многообразии M  и определим век-
торное поле *Xϕ  на многообразии N  правилом  

( ) ( ) ( )* * pp p
X Xϕϕ ϕ= , p M∈ ,  

которое будем называть переносом векторного поля X с многообразия M  на мно-
гообразие N  посредством диффеоморфизма ϕ .  

В свою очередь, перенос ( )1

*
Yϕ−  векторного поля ( )XY N∈  с многообразия N  

на многообразие M  посредством диффеоморфизма 1ϕ−  называется переносом 
векторного поля Y  с многообразия N  на многообразие M  посредством диффео-
морфизма ϕ , и обозначается *Yϕ , то есть  

( ) ( ) ( )( )1*
*p pp

Y Yϕϕ
ϕ ϕ −= .  

Для ковекторного поля ( )*X Mω∈  на многообразии M  определим ковектор-
ное поле ( )*

* X Nϕ ω∈  на многообразии N  правилом,  

( ) ( ) ( ) 1
* *pp pϕ

ϕ ω ω ϕ −=  , p M∈ ,  

которое будем называть переносом ковекторного поля ω
с многообразия M  на многообразие N  посредством 
диффеоморфизма ϕ .  

Перенос ( )1

*
ϕ ρ−  ковекторного поля ( )*X Nρ∈  с 

многообразия N  на многообразие M  посредством диффеоморфизма 1ϕ−  называ-
ется переносом ковекторного поля ρ  с многообразия N  на многообразие M  по-
средством диффеоморфизма ϕ , и обозначается *ϕ ρ , то есть  

( ) ( ) ( )*
*p pp ϕϕ ρ ρ ϕ=  , p M∈ .  

 
Для линейного пространства E  над полем   рассмотрим r  раз контравари-

антное и s  раз ковариантное тензорное пространство  

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

*

1
*

p

pp p

p p

p M N p

M N

ϕ

ϕ

ϕ

ω ϕω

ϕ

−

∈ → ∋

↓ ↓

→T T
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( ) * * *... ...
r s

r
s

r s

E E E E E E E   = ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   
   

T
 

,  

элементами которой являются тензоры контравариантные r -го порядка и ковари-
антные s -го порядка. Систему образующих тензорного пространства ( )r

s ET  со-
ставляют разложимые тензоры  

1 1... ...r sx x ω ω⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
где ix E∈  и *

j Eω ∈ .  
Для произвольного изоморфизма :u E F→  линейных пространств над полем 

  рассмотрим сопряженный изоморфизм * * *:u E F→ , который определяется 
правилом  

( )* 1u uα α −=  , *Eα ∈ .  
Тогда изоморфизм u  можно продолжить, и при этом единственным образом, 

до такого изоморфизма ( ) ( ) ( ): r r
s su E F→T T T  тензорного пространства ( )r

s ET  на 
тензорное пространство ( )r

s FT , что для разложимых тензоров выполняется равен-
ство  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1 1 1 1... ... ... ...r s r su x x u x u x u uω ω ω ω⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗T ,  

где ix E∈  и *
j Eω ∈ .  

 
3. Представление тензорных полей полилинейными отображениями  
 
Линейное пространство ( )Tr

s M  изоморфно линейному пространству  
( ( ) ( ) ( ) )0... ;X X Tr

s

M M M× ×L


.  

Согласно этому изоморфизму данные линейные пространства отождествляют-
ся. В следствии данного отождествления, произвольное разложимое тензорное по-
ле ( )Tr

sP M∈   
1

1
... ... s

r

jj
i iP gY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

рассматривается как полилинейное отображение  
( ) ( ) ( )0: ...X X Tr

s

P M M M× × →


,  

определяемое правилом  
( ) ( ) ( )1

11 1,..., ... ...s

r

jj
s s i iP Z Z g Z Z Y Yω ω= ⊗ ⊗    (PTPPO-1)  

для произвольных векторных полей iZ , 1,i s= .  
Произвольное тензорное поле ( )Tr

sP M∈  представляет собой сумму ( )i
i

P P=∑  

конечного семейства ( )( )i i
P  разложимых тензоров ( ) ( )Tr

siP M∈ .  

Пусть в карте ( ); iU u  тензорное поле P  имеет разложение  
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1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

Тогда  
1

11 1

...
...,..., ...r

ss r

i i
k kkk i iP P

u u u u
∂ ∂ ∂ ∂  = ⊗ ⊗ ∂ ∂ ∂ ∂ 

,    (PTPPO-2)  

ибо  
1 1

11 1 1

...
...,..., ... ...sr

ss s r

ji i j
j jk kk k i iP P du du

u u u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = ⊗ ⊗ =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

  

1 1 1

1 1 11 1

... ...
... ...... ... ...sr r

s s sr r

ji i j i i
j j k k k ki i i iP P

u u u u
δ δ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗
∂ ∂ ∂ ∂

.  

 
Таким образом, чтобы построить тензорное поле из ( )Tr

s M  достаточно для 
каждого семейства векторных полей iZ , 1,i s=  взять такое тензорное поле 

1,..., sZ Zp  
из ( )0T

r M , чтобы отображение ( )
11 ,...,,...,

ss Z ZZ Z p→  было полилинейным. Именно 
оно и будет строящимся тензорным полем P . По определению верно равенство  

( )
11 ,...,,...,

ss Z ZP Z Z p=   

для любых векторных полей iZ , 1,i s= .  
 
3.1. Композиция аффиноров  
Для тензорных полей ( )1

1, TF G M∈  тензорное поле ( )1
1TF G M∈  (компози-

ция линейных отображений) определяется как линейное отображение правилом  
( )( ) ( )( )F G X F G X=     (PTPPO-3)  

для произвольного векторного поля ( )XX M∈ .  
Пусть ,

,

j
i j i

i j
F f Y ω= ⊗∑  и ,

,
G g Z β

α β α
α β

θ= ⊗∑ . Тогда для произвольного век-

торного поля  
( ) ( ),

,
G X g X Zβ

α β α
α β

θ=∑ ,  

( )( ) ( ) ( )( ), , , ,
, , , ,

j j
i j i i j i

i j i j
F G X f g X Z Y f g X Z Yβ β

α β α α β α
α β α β

ω θ ω θ
   

= = =   
   

∑ ∑ ∑ ∑   

( ) ( ) ( )( )( ), , , ,
, , , ,

j j
i j i i j i

i j i j
f g X Z Y f g Z Y Xβ β

α β α α β α
α β α β

θ ω ω θ= = ⊗ =∑∑ ∑∑   

( ) ( ), ,
, ,

j
i j i

i j
f g Z Y Xβ

α β α
α β

ω θ
 

= ⊗ 
 
∑∑ ,  

что влечет равенство  
( ), ,

, ,

j
i j i

i j
F G f g Z Y β

α β α
α β

ω θ= ⊗∑∑ .    (FoG_1)  

 
3.2. Декартово произведение аффиноров  
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Для тензорных полей ( )1

1TiF M∈ , 1,i s=  полилинейное отображение  
( ) ( ) ( ) ( )1 ... : ... ...X X X Xs

s s

F F M M M M× × × × → × ×
 

  

определяется правилом  
( ) ( ) ( )( )1 1 1 1... ,..., ,...,s s s sF F X X F X F X× × =    (PTPPO-4)  

для произвольных векторных полей jX , 1,j s= .  
В таком случае, для тензорного поля ( )Tr

sP M∈ , рассматриваемого как поли-
линейное отображение ( ) ( ) ( )0: ...X X Tr

s

P M M M× × →


, композиция 1 ... sP F F× ×  

является тензорным полем из ( )Tr
s M .  

Пусть  
1

1 1 1
1 1

,..., , ,...,
,..., , ,...,

... ... s

r s r
r s

jj
i i j j i i

i i j j
P g Y Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ ,  

( ) ( )
( ),

,

j

j j j
j j

j j
j jF f Z β

α β α
α β

θ= ⊗∑ .  

Тогда  
( ) ( )

( ) ( ) ( )
,

,

j

j j j
j j

j j
j j jjF X f X Zβ

α β α
α β

θ= ∑ ,  

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1... ,..., ,...,s s s sP F F X X P F X F X× × = =   

( )
( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
,..., , ,..., , 11

,..., , ,..., ,
... ...

r s r
r s

j
i i j j i i

i i j j
g Y Y f X Zβ

α β α
α β

ω θ
 

= ⊗ ⊗  
 

∑ ∑   

( )
( ) ( ) ( )

,
,

... s s

s s s
s s

s sj
ssf X Zβ

α β α
α β

ω θ
 

= 
 
∑  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,
... ... ... s

r s s s s
r s s s

s sjj
i i j j

i i j j
g f f Z Zα β α β α α

α β α β

ω ω= ∑ ∑ ∑   

( ) ( ) ( ) ( )1

111 ... ...s

rs i isX X Y Yββθ θ ⊗ ⊗ =  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,
... ... ... s

r s s s s
r s s s

s sjj
i i j j

i i j j
g f f Z Zα β α β α α

α β α β

ω ω


= 


∑ ∑ ∑   

( ) ( ) )( )1

1 11... ... ,...,s

ri i ssY Y X Xββθ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

что влечет равенство  
( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 ,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,
... ... ... ... s

r s s s s
r s s s

s sjj
s i i j j

i i j j
P F F g f f Z Zα β α β α α

α β α β

ω ω× × = ∑ ∑ ∑   

( ) ( )
1

1 1... ... s

ri i sY Y ββθ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .    (PoF1xxFs)  
 
3.3. Один способ построения тензорного поля  
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Произвольным образом возьмем тензорное поле ( )Tr

sP M∈  и такие числа 1j , 
…, kj , что 11 ... kj j s≤ < < ≤ .  

Тензорное поле ( )Tr
sP M∈  отождествляется с полилинейным отображением 

из ( ( ) ( ) )0,..., ;X X Tr

s

M ML


. В свою очередь, это полилинейное отображение ото-

ждествляется с полилинейным отображением из  
( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) )0,..., ; ,..., ;X X X X Tr

s k k

M M M M
−

L L
 

  

следующим образом. Для произвольных векторов iZ , 1,i s= , { }1,..., ki j j∉  опреде-
лим полилинейное отображение ( )

1 11 1 1 1 1,..., , , ,..., , , ,...,
k kj j j j sP Z Z Z Z Z Z− + − +⋅ ⋅  из 

( ( ) ( ) )0,..., ;X X Tr

k

M ML


 (оно называется срезом P  по индексам 1j , …, kj ) прави-

лом  
( )( )

1 11 1 1 1 1 1,..., , , ,..., , , ,..., ,...,
k kj j j j s kP Z Z Z Z Z Z X X− + − +⋅ ⋅ =   

( )
1 11 1 1 1 1 1,..., , , ,..., , , ,...,

k kj j j k j sP Z Z X Z Z X Z Z− + − +=   

для любых векторных полей Xι , 1,kι = . Тогда P  отождествляется с (является) по-
лилинейным отображением  

( ) ( )
1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., ,..., , , ,..., , , ,...,

k k k kj j j j s j j j j sZ Z Z Z Z Z P Z Z Z Z Z Z− + − + − + − +→ ⋅ ⋅ .  
В свою очередь, полилинейное отображение  

( )
1 11 1 1 1 1,..., , , ,..., , , ,...,

k kj j j j sP Z Z Z Z Z Z− + − +⋅ ⋅   
отождествляется с тензорным полем из ( )Tr

k M .  
Таким образом, чтобы построить тензорное поле из ( )Tr

s M , достаточно для 
каждого семейства векторных полей iZ , 1,i s= , { }1,..., ki j j∉  взять тензорное поле 

( )
1 1 1 1 11 1,..., , ,..., , ,..., T

j j j j sk k

r
Z Z Z Z Z Z kp M

− + − +
∈  так, чтобы отображение  

( )
1 1 1 1 1 1 11 11 1 1 1 1 ,..., , ,..., , ,...,,..., , ,..., , ,...,

k k j j j j sk kj j j j s Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z p
− + − +− + − + →   

было полилинейным. Именно оно и будет строящимся тензорным полем P . По 
определению верно равенство  

( )
1 1 1 1 1 1 11 11 1 1 1 1 ,..., , ,..., , ,...,,..., , , ,..., , , ,...,

k k j j j j sk kj j j j s Z Z Z Z Z ZP Z Z Z Z Z Z p
− + − +− + − +⋅ ⋅ =   

для любых векторных полей iZ , 1,i s= , { }1,..., ki j j∉ .  
 
4. Свертывание тензорного поля  
 
Свертыванием p -го контравариантного индекса (1 p r≤ ≤ ) с q -ым ковариант-

ным индексом (1 q s≤ ≤ ) называется отображение ( ) ( )1
1:T Tp r r

q s sc M M−
−→ , которое 

определяется правилом. Для произвольного разложимого тензорного поля 
( )Tr

sP M∈   
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1 11

1 1 1
... ... ... ...q q q s

p p p r

j j j jj
i i i i iP Y Y Y Y Y ω ω ω ω ω− +

− +
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

тензорное поле ( ) ( )1
1Tp r

q sc P M−
−∈  определяется равенством  

( ) ( ) 1 11

1 1 1
... ... ... ...q q q s

p p p r

j j j jjp
q i i i i ic P g Y Y Y Y Yω ω ω ω ω− +

− +
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  

Произвольное тензорное поле ( )Tr
sP M∈  представляет собой сумму ( )i

i
P P=∑  

конечного семейства ( )( )i i
P  разложимых тензоров ( ) ( )Tr

siP M∈ . Определим тен-

зорное поле ( ) ( )1
1Tp r

q sc P M−
−∈  правилом ( ) ( )( )p p

q q i
i

c P c P=∑ .  

 
Предложение 1 (свойства свертывания).  
(1) Для произвольных тензорных полей ( ), Tr

sP Q M∈  выполняется равенство  
( ) ( ) ( )p p p

q q qc P Q c P c Q+ = + ;  
(2) Для произвольной гладкой функции f  на M  и тензорного поля ( )Tr

sP M∈  
выполняется равенство  

( ) ( )p p
q qc fP fc P= .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Для произвольных тензорных полей ( ), Tr
sP Q M∈  

имеем ( )i
i

P P=∑  и ( )i
i

Q Q=∑ , где ( ) ( ) ( ), Tr
si iP Q M∈  разложимые тензоры. Тогда 

( ) ( )( )i i
i

P Q P Q+ = +∑  и по определению свертывания  

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )p p p p p p p
q q q q q q qi i i i

i i i
c P Q c P c Q c P c Q c P c Q+ = + = + = +∑ ∑ ∑ .  

(2) Для произвольного разложимого тензорного поля ( )Tr
sP M∈   

1

1
... ... s

r

jj
i iP gY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

имеем  

( ) ( ) 

 ( )1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jjp q
q i i i i pc fP fg Y Y Y Y fc Pω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ,  

где запись η  означает, что множитель η  отсутствует в тензорном произведении.  
Произвольное тензорное поле ( )Tr

sP M∈  представляет собой сумму ( )i
i

P P=∑  

конечного семейства ( )( )i i
P  разложимых тензоров ( ) ( )Tr

siP M∈ . Тогда ( )i
i

fP fP=∑  

и учитывая полученный результат и определение свертывания, получим  
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )p p p p p

q q q q qi i i
i i i

c fP c fP fc P f c P fc P= = = =∑ ∑ ∑ .  

 
Пусть в карте ( ); iU u  тензорное поле P  имеет разложение  
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1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...q q q r

p p p s q q q r

i i i i i
j j j j j i i ii iP P

u uu u u
− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂∂ ∂ ∂
  

1 11 ... ...p p p sj j j jjdu du du du du− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
Тогда свертывание в этой карте имеет разложение  

( ) 1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...p p r

q q s p p r

i i i ip
q j j j j i ii ic P P

u uu u
ι
ι

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∂ ∂∂ ∂
  

)1 11 ... ...q q sj j jjdu du du du− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ . 
Непосредственно из определения получаем  

( ) 1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...p p p r

q q q s p p p r

i i i i ip p
q j j j j j q i i ii ic P P c

u uu u u
− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∂ ∂∂ ∂ ∂
  

)1 11 ... ...q q q sj j j jjdu du du du du− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...p p p r q

q q q s p p p r

i i i i i j
j j j j j i i ii iP du

u uu u u
− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  ∂ ∂∂ ∂ ∂ 
  

)1 11 ... ...q q sj j jjdu du du du− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...p p p r q

q q q s p p p r

i i i i i j
j j j j j i i ii iP

u uu u
δ− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∂ ∂∂ ∂
  

)1 11 ... ...q q sj j jjdu du du du− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...p p r

q q s p p r

i i i i
j j j j i ii iP

u uu u
ι
ι

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∂ ∂∂ ∂
  

)1 11 ... ...q q sj j jjdu du du du− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
 
5. Тензорные произведения  
 
Для разложимых тензоров ( )Tr

sP M∈ , ( )T p
qQ M∈ , где  

1

1
... ... s

r

jj
i iP gY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ , 1

1
... ... q

p

jj
i iQ hZ Z θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

тензорное произведение ( )Tr p
s qP Q M+
+⊗ ∈  определяется правилом  

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i iP Q gY Y hZ Zω ω θ θ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i ighY Y Z Z ω ω θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  (TP_1)  

 
Для произвольных тензоров ( )Tr

sP M∈  и ( )T p
qQ M∈  представимых в виде 

сумм ( )i
i

P P=∑  и ( )j
j

Q Q=∑  конечных семейств ( )( )i i
P  и ( )( )j j

Q  разложимых тен-

зоров ( ) ( )Tr
siP M∈  и ( ) ( )T p

qjQ M∈  соответственно, тензорное произведение P Q⊗  
определяется в виде суммы конечного семейства разложимых тензоров  

( ) ( )i j
i j

P Q P Q⊗ = ⊗∑∑ .     (TP_2)  
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Предложение 2 (о разложении тензорного произведения). Пусть в карте 

( ); iU u  тензорные поля P и Q  имеют разложения  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

  

и  
1 1

1 1

...
... ... ...p q

q p

k k ll
l l kkQ Q du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

Тогда  
11

1 1 1 1

......
... ... ... ...pr

s q pr

k ki i
j j l l ki i kP Q P Q

u u u u
∂ ∂ ∂ ∂

⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂ ∂ ∂

  

1 1... ... qs ljj ldu du du du⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению тензорного произведения  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP Q P du du

u u
∂ ∂ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

...
... ... ...p q

q p

k k ll
l l kkQ du du

u u
∂ ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ 

  

11

1 1 1 1

......
... ... ... ...pr

s q pr

k ki i
j j l l ki i kP Q

u u u u
∂ ∂ ∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂ ∂ ∂

  

1 1... ... qs ljj ldu du du du⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
 
Предложение 3 (о тензорном произведении как полилинейном отображении). 

Для произвольных тензоров ( )Tr
sP M∈ , ( )T p

qQ M∈  и любых векторных полей Vα , 

1,sα = , Wβ , 1,qβ =  выполняется равенство  

( )( ) ( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., ,...,s q s qP Q V V W W P V V Q W W⊗ = ⊗ .  (TPPO_1)  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для произвольных векторных полей Vα , 1,sα =  и Wβ , 

1,qβ =  имеем  
( ) ( ) ( )1

11 1,..., ... ...s

r

jj
s s i iP V V g V V Y Yω ω= ⊗ ⊗ ,  

( ) ( ) ( )1

11 1,..., ... ...q

p

jj
q q i iQ W W h W W Z Zθ θ= ⊗ ⊗ ,  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1,..., , ,..., ... ... qs jjj j

s q s qP Q V V W W gh V V W Wω ω θ θ⊗ =   

1 1
... ...

r pi i i iY Y Z Z⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  (TP_3)  
По определению тензорного произведения  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1,..., ,..., ... ... qs jjj j
s q s qP V V Q W W g V V h W Wω ω θ θ⊗ =   

1 1
... ...

r pi i i iY Y Z Z⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  (TP_4)  
Сопоставляя равенства (TP_3) и (TP_4) получим равенство (TPPO_1).  
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Для произвольных тензоров ( )Tr

sP M∈  и ( )T p
qQ M∈  представимых в виде 

сумм ( )i
i

P P=∑  и ( )j
j

Q Q=∑  конечных семейств ( )( )i i
P  и ( )( )j j

Q  разложимых тен-

зоров ( ) ( )Tr
siP M∈  и ( ) ( )T p

qjQ M∈   

( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,s q s qi j
i j

P Q V V W W P Q V V W W⊗ = ⊗ =∑∑   

( ) ( ) ( ) ( )1 1,..., ,...,s qi j
i j

P V V Q W W= ⊗ =∑∑   

( ) ( ) ( ) ( )1 1,..., ,...,s qi j
i j

P V V Q W W
 

= ⊗ = 
 

∑ ∑   

( ) ( ) ( ) ( )1 1,..., ,...,s qi j
i j

P V V Q W W
  

= ⊗ =  
   
∑ ∑   

( ) ( )1 1,..., ,...,s qP V V Q W W= ⊗ .  
 
Предложение 4 (о свертывании тензорного произведения). Для тензоров 

( )Tr
sP M∈ , ( )T p

qQ M∈  выполняются равенства  

( ) ( )c P Q c P Qα α
β β⊗ = ⊗ , 1 rα≤ ≤ , 1 sβ≤ ≤ .  

( ) ( )r
sc P Q P c Qι ι
κ κ
+
+ ⊗ = ⊗ , 1 pι≤ ≤ , 1 qκ≤ ≤ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для разложимых тензоров  
1

1
... ... ... ... s

r

j jj
i i iP gY Y Y β

α
ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

1

1
... ... ... ... q

p

jj j
i i iQ hZ Z Z κ

ι
θ θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

тензорное произведение  
1 1

... ... ... ...
r pi i i i i iP Q ghY Y Y Z Z Z

α ι
⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

1 1... ... ... ... qs jj jj j jβ κω ω ω θ θ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
свертывания  

( ) ( ) 

1

1
... ... ... ... s

r

j j jj
i i i ic P g Y Y Y Yβ β

α α

α
β ω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

( ) ( ) 

1

1
... ... ... ... q

p

jj j j
i i i ic Q h Z Z Z Zκ κ

ι ι

ι
κ θ θ θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ , 

( ) ( ) 

1 1
... ... ... ...

r p

j
i i i i i i ic P Q gh Y Y Y Y Z Z Zβ

α α ι

α
β ω⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

1 1... ... ... ... qs jj jj j jβ κω ω ω θ θ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ , 
( ) ( ) 

1 1
... ... ... ...

r p

jr
s i i i i i i ic P Q gh Z Y Y Y Z Z Zκ

ι α ι

ι
κ θ+
+ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

1 1... ... ... ... qs jj jj j jβ κω ω ω θ θ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
Из этих равенств получаем требуемое.  
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Для произвольных тензоров ( )Tr

sP M∈  и ( )T p
qQ M∈  представимых в виде 

сумм ( )i
i

P P=∑  и ( )j
j

Q Q=∑  конечных семейств ( )( )i i
P  и ( )( )j j

Q  разложимых тен-

зоров ( ) ( )Tr
siP M∈  и ( ) ( )T p

qjQ M∈  получим  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )r r
s s i j i j

i j i j
c P Q c P Q P c Qι ι ι

κ κ κ
+ +
+ +⊗ = ⊗ = ⊗ =∑∑ ∑∑   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )i j i j
i j i j

P c Q P c Q P c Qι ι ι
κ κ κ

    
= ⊗ = ⊗ = ⊗    

    
∑ ∑ ∑ ∑ .  

Подобным образом проверяется первое равенство.  
 
С помощью тензорного произведения и свертывания индексов можно строить 

различные тензорные поля.  
 
П р и м е р ы . (1) Для тензорного поля ( )1

1TF M∈  и векторного поля ( )1
0TX M∈  

имеет место равенство  
( ) ( )2

1c F X F X⊗ = .  
Тензорное поле F  представляется в виде суммы разложимых тензорных полей 

,
,

j
i j i

i j
F g Y ω= ⊗∑ . По определению тензорного произведения  

,
,

j
i j i

i j
F X g Y X ω⊗ = ⊗ ⊗∑ .  

Согласно представлению тензорного поля полилинейным отображением, 
( ) ( ),

,

j
i j i

i j
F X g X Yω=∑ . Осталось применить определение свертывания  

( ) ( ) ( )2 2
1 , 1 ,

, ,

j j
i j i i j i

i j i j
c F X g c Y X g X Yω ω⊗ = ⊗ ⊗ =∑ ∑ .  

 
(2) Данный пример обобщает предыдущий.  
Для тензорного поля ( )Tr

sP M∈  и векторных полей ( )1
0TiX M∈ , 1,i s=  имеет 

место равенство  
( ) ( )1 1

1 1 1 1... ... ,...,r r
s s

s

c c P X X P X X+ + ⊗ ⊗ ⊗ =


.  

Тензорное поле ( )Tr
sP M∈  является суммой разложимых тензоров  

1

1 1 1
1 1

,..., , ,...,
,..., , ,...,

... ... s

r s r
r s

jj
i i j j i i

i i j j
P g Y Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ .  

По определению тензорного произведения  
1

1 1 1
1 1

1 ,..., , ,..., 1
,..., , ,...,

... ... ... ... s

r s r
r s

jj
s i i j j i i s

i i j j
P X X g Y Y X X ω ω⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ , 

свертывания  
( ) ( )1

1 1 1
1 1

1
1 1 ,..., , ,..., 1

,..., , ,...,
... ...

r s r
r s

jr
s i i j j i i

i i j j
c P X X g X Y Yω+ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗∑   
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2
2 ... ... sjj

sX X ω ω⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
( ) ( ) ( )1 2

1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 ,..., , ,..., 1 2

,..., , ,...,
... ...

r s r
r s

j jr r
s i i j j i i

i i j j
c c P X X g X X Y Yω ω+ + ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗∑   

3
3 ... ... sj j

sX X ω ω⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ , …,  
( ) ( ) ( )1

1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 ,..., , ,..., 1

,..., , ,...,
... ... ... ...s

r s r
r s

jjr r
s i i j j s i i

i i j js

c c P X X g X X Y Yω ω+ + ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗∑


.  

Согласно представлению тензорного поля полилинейным отображением, име-
ем равенство  

( ) ( ) ( )1

1 1 1
1 1

1 ,..., , ,..., 1
,..., , ,...,

,..., ... ...s

r s r
r s

jj
s i i j j s i i

i i j j
P X X g X X Y Yω ω= ⊗ ⊗∑ .  

Сопоставляя два последних равенства, получим требуемое.  
 
(3) Для тензорных полей ( )1

1, TF G M∈  выполняется равенство  
( )2

1c F G F G⊗ =  .  
Тогда по определению тензорного произведения  

, ,
, ,

j
i j i

i j
F G f g Y Z β

α β α
α β

ω θ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗∑∑ ,  

а по определению свертывания  
( ) ( )2

1 , ,
, ,

j
i j i

i j
c F G f g Z Y β

α β α
α β

ω θ⊗ = ⊗∑∑ .  

Сопоставляя с равенством (FoG_1) получим требуемое равенство.  
 
(4) Для тензорных полей ( )Tr

sP M∈  и ( )1
1TiF M∈ , 1,i s=  выполняется равен-

ство  
( )1 1

1 1 1 1... ... ...r r
s s

s

c c P F F P F F+ + ⊗ ⊗ ⊗ = × ×



.   (PoF1xxFs2)  

Пусть  
1

1 1 1
1 1

,..., , ,...,
,..., , ,...,

... ... s

r s r
r s

jj
i i j j i i

i i j j
P g Y Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ ,  

( ) ( )
( ),

,

j

j j j
j j

j j
j jF f Z β

α β α
α β

θ= ⊗∑ , 1,i s= .  

По определению тензорного произведения  
( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 1

1
1 ,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,
... ... ...

r s s s
r s s s

s
s i i j j

i i j j
P F F g f fα β α β

α β α β

⊗ ⊗ ⊗ = ∑ ∑ ∑   

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

1
1... ... ... ...s s

r s

s jj
i i sY Y Z Z ββ

α α ω ω θ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
а по определению свертывания  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

11 1
1 1 1 ,..., , ,..., , ,

,..., , ,..., , ,
... ... ... ...

r s s s
r s s s

sr r
s i i j j

i i j js

c c P F F g f fα β α β
α β α β

+ + ⊗ ⊗ ⊗ = ∑ ∑ ∑


  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1
1... ... ...s s

s r

sjj
i i sZ Z Y Y ββ

α αω ω θ θ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

что сопоставляя с равенством (PoF1xxFs), получим требуемое.  
 



212 Иртуганов И.Р. «АЛГЕБРЫ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ» 
 
(5) Для тензорного поля ( )Tr

sP M∈  выполняются равенства  
( )1 idr

sc P P+ ⊗ = ,   ( )1 idr
sc P P+ ⊗ = .  

Пусть в карте ( ); iU u  тензорные поля P и id  имеют разложения  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

,  

id du
u

α β
β αδ ∂

= ⊗
∂

.  

Тогда  
1 1

1 1

...
...id ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du du

u u u
α β
β αδ ∂ ∂ ∂

⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂ ∂

.  

Отсюда  

( ) 1 1

1 1

...1 1
...id ... ... sr

s r

ji i jr r
s j j s i ic P P c du du du

u u u
α β
β αδ+ + ∂ ∂ ∂ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

...
... ... ...sr

s r

ji i j
j j i iP du du du

u u u
α β
β αδ ∂ ∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

...
... ... ...sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
α β
β αδ δ ∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ...sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
β

βδ
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du P

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

.  

Подобным образом получим  

( ) 1 1

1 1

...
1 ... 1id ... ... sr

s r

ji i jr r
s j j s i ic P P c du du du

u u u
α β
β αδ+ +

∂ ∂ ∂ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ ∂ 
  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du du

u u u
α β
β αδ ∂ ∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
α β
β αδ δ ∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
α

αδ ∂ ∂
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =

∂ ∂
  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du P

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

.  
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УДК 514.764  
 

ТЕНЗОРЫ КРИВИЗНЫ И КРУЧЕНИЯ  
АФФИННОСВЯЗНЫХ ПРОСТРАНСТВ  

 
Полянский И. А., студент 1 курса направление 38.03.01 - Экономика  

филиал ФГБОУ ВО «КГМТУ» в г. Феодосия  
Научный руководитель – Зубрилин К. М., канд. физ.-мат. наук, 

и. о. зав. кафедры математических и естественнонаучных дисциплин, 
филиал ФГБОУ ВО «Керченский государственный морской технологический 

университет» в г. Феодосия  
 

Аннотация. В работе рассматривается тензоры кручения и кривизны аффин-
ная связность. Определятся тензоры кручения и кривизны. Изучаются их свойства. 
Важнейшими здесь являются тождества Бьянки.  

Ключевые слова: тензорное поле, аффинная связность, ковариантная произ-
водная, ковариантный дифференциал, тензор кручения, тензор кривизны, тожде-
ства Бьянки   

 
Введение: Тензоры кручения и кривизны играют важнейшую роль в изучении 

аффинно-связных пространств.  
Определение тензора кручения и тензора кривизны, а так же тождества Бьянки  

взяты из [1] и [2]. Свойства некоторых объектов дополнены. Доказательства дета-
лизированы.  

 
1. Тензор кручения аффинной связности  
 
Определение 1 (тензора кручения). Тензор кручения K  аффинной связности 

∇  определяется равенством  
( ) [ ], ,X YK X Y Y X X Y=∇ −∇ − ,      (TK1)  

для произвольных векторных полей X  и Y  на многообразии M . 
Компоненты s

i jT  тензора кручения определяются из равенства  

, s
i ji j sK K

u u u
∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ 

.       (TK2)  

По определению тензора кручения  

, ,
i j

i j j i i j
u u

K
u u u u u u∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = ∇ −∇ −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
.    (TK3)  

Равенство (AC2) примет вид  

i

s
i jj s

u u u∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
,  

j

s
j ii s

u u u∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
.    (TK4)  

Кроме того, из равенства [ ],
k k

k Y XX Y X Y
u u

α α
α α

∂ ∂
= −

∂ ∂
, находим  
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, 0 0 0j i
i j i ji ju u u u

α α α
β α β α

β α

δ δδ δ δ δ
∂∂ ∂ ∂  = − = ⋅ − ⋅ = ∂ ∂ ∂ ∂ 

,  

что влечет равенство  

, , 0i j i ju u u u u

α

α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
.     (TC4)  

Подставляя правые части равенств (TK4) и (TC4) в равенство (TK3), получим  

( ), 0s s s s
i j j i i j j ii j s s sK

u u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = Γ − Γ − = Γ − Γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

,  

что влечет равенство  
s s s
i j i j j iK = Γ − Γ .      (TK5)  

 
Предложение 1 (свойства тензора кручения). Для произвольных векторных по-

лей X  и Y  выполняется равенство  
( ) ( ), ,K Y X K X Y= − .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из антикоммутативности коммутатора [ ] [ ], ,X Y Y X= − , 
получим  

( ) ( ), , YK Y X K X Y X+ = ∇ XY− ∇ [ ],Y X− XY+ ∇ Y X− ∇ [ ],X Y− 0= ,  

что влечет равенство ( ) ( ), ,K Y X K X Y= − .  
 
2. Тензор кривизны аффинной связности  
 
Определение 2 (тензора кривизны). Тензор кривизны R  аффинной связности 

∇  определяется равенством  
( ) ( ) ( ) [ ],, Z X X Z Z XR Z X Y Y Y Y=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,   (TC1)  

для произвольных векторных полей X , Y  и Z  на многообразии M .  
Компоненты тензора кривизны R , обозначаемые ,

s
k i jR  или s

i jkR , определяются 
из условия  

,, s
k iji j k sR R

u u u u
∂ ∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ ∂ 

.      (TC2)  

Из определения тензора кривизны получим  

,
,

i j j i i j
i j k k k k

u u u u u u

R
u u u u u u∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
.  (TC3)  

Равенство (AC2) примет вид  

j
j kk

u u u
α

α∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
,  

i
i kk

u u u
α

α∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
.  

Тогда по свойству (АС_4) и правилу Лейбница дифференцирования, находим  

( )
i j i i

j k j k j kk i
u u u uu u u u u

α α α
α α α∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ ∇ =∇ Γ = Γ + Γ ∇ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
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s
j k s

j k ii s su u u
α

α

∂Γ ∂ ∂
= + Γ Γ

∂ ∂ ∂
,       (TC5)  

( )
j i j j

i k i k i kk j
u u u uu u u u u

α α α
α α α∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ ∇ =∇ Γ = Γ + Γ ∇ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
  

s
i k s

i k jj s su u u
α

α

∂Γ ∂ ∂
= + Γ Γ
∂ ∂ ∂

.       (TC6)  

Подставляя правые части равенств (TC4), (TC5) и (TC6) в равенство (TC3), по-
лучим  

0,
s s
j k i ks s

j k i i k ji j k i s s j s s kR
u u u u u u u u u u

α α
α α

∂Γ ∂Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + Γ Γ − − Γ Γ −∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  

s s
j k i k s s

j k i i k ji j su u u
α α

α α

 ∂Γ ∂Γ ∂
= − + Γ Γ − Γ Γ  ∂ ∂ ∂ 

,  

что влечет равенство  

,

s s
j k i ks s s

k ij j k i i k ji jR
u u

α α
α α

∂Γ ∂Γ
= − + Γ Γ − Γ Γ

∂ ∂
.  

 
Предложение 2 (свойства тензора кривизны). Для произвольных векторных 

полей X  и Y  выполняется равенство  
( ) ( ), ,R X Y R Y X= − .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как  
( ) ( ) ( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,  

и  
( ) ( ) ( ) [ ],, Y X X Y Y XR Y X Z Z Z Z=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,  

то  
( ) ( ) ( ), , X YR X Y Z R Y X Z Z+ = ∇ ∇ ( )Y X Z− ∇ ∇ [ ],X Y Z− ∇ +   

( )Y X Z+∇ ∇ ( )X Y Z− ∇ ∇ [ ],Y X Z− ∇ 0= ,  

ибо [ ] [ ], ,X Y Y X= −  в силу антикоммутативности коммутатора. Отсюда уже полу-
чаем равенство ( ) ( ), ,R X Y R Y X= − .  

 
Теорема 1 (тождества Бианки). Пусть K  и R  – кручение и кривизна аффинной 

связности ∇  многообразия M . Тогда для произвольных векторных полей X , Y  и 
Z  имеем  

первое тождество Бианки или тождество Риччи:  
( ){ } ( )( ) ( )( ){ }, , , ,S S XR X Y Z K K X Y Z K Y Z= + ∇ ;  

второе тождество Бианки или тождество Бианки – Падова:  
( )( ) ( )( ){ }, , , 0S X R Y Z R K X Y Z∇ + = ,  

где Sобозначает циклическую сумму относительно X , Y  и Z .  
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В частности, если 0K = , то  
первое тождество Бианки или тождество Риччи:  

( ){ }, 0S R X Y Z = ;  
второе тождество Бианки или тождество Бианки – Падова:  

( )( ){ }, 0S X R Y Z∇ = .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая выражения для тензора кривизны  

( ) ( ) ( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,  

( ) ( ) ( ) [ ],, Y Z Z Y Y ZR Y Z X X X X=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,  

( ) ( ) ( ) [ ],, Z X X Z Z XR Z X Y Y Y Y=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ , 
получим равенство  

( )( ) ( ) ( ) ( ), , , ,S R X Y Z R X Y Z R Y Z X R Z X Y= + + =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X Y X Z Y X Y Z Z X Z YZ Y Z X Y X=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ +∇ ∇ −∇ ∇ −   

[ ] [ ] [ ], , ,X Y Y Z Z XZ X Y−∇ −∇ −∇ .      (TB1)  

Используя выражение ( ) [ ], ,X YK X Y Y X X Y=∇ −∇ −  для тензора кручения , 
приходим к равенствам  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ),, , , , ,ZK X YK K X Y Z Z K X Y K X Y Z=∇ −∇ − =     

[ ] ( )( ) [ ], , , ,
X Y Z X YY X X Y Z K X Y Y X X Y Z∇ −∇ −  = ∇ −∇ − ∇ −∇ − =    

XY Z∇= ∇ [ ] ( )( ), ,
Y X ZX YZ Z K X Y∇−∇ −∇ −∇ −   

[ ],XY Z− ∇ [ ] [ ], , ,Y X Z X Y Z + ∇ +   ,     (TB2)  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,X X X XK Y Z K Y Z K Y Z K Y Z∇ =∇ − ∇ − ∇ =   

( )( ),
XX YK Y Z Z∇= ∇ − ∇ ( ) [ ],Z X XY Y Z+∇ ∇ + ∇ −   

( ) [ ],
XY X Z XZ Y Y Z∇−∇ ∇ +∇ + ∇ .     (TB3)  

Сопоставляя равенства (TB2) и (TB3), приходим к равенству  
( )( ) ( )( ), , ,XK K X Y Z K Y Z+ ∇ =   

[ ] ( )( ) [ ] [ ], , , , ,
Y X Z YX YZ Z K X Y X Z X Y Z∇  = −∇ −∇ −∇ + ∇ + +    

( )( ) ( ) ( ) [ ], ,
XX Z X Y X Z XK Y Z Y Z Y Y Z∇+∇ +∇ ∇ −∇ ∇ +∇ + ∇ .  

Переставляя циклически векторные поля X , Y  и Z , из последнего равенства 
приходим к равенствам  

( )( ) ( )( ), , ,YK K Y Z X K Z X+ ∇ =   

[ ] ( )( ) [ ] [ ], , , , ,
ZY X ZY ZX X K Y Z Y X Y Z X∇  = −∇ −∇ −∇ + ∇ + +    

( )( ) ( ) ( ) [ ], ,
YY X Y Z Y X YK Z X Z X Z Z X∇+∇ +∇ ∇ −∇ ∇ +∇ + ∇ ,  

( )( ) ( )( ), , ,ZK K Z X Y K X Y+ ∇ =   

[ ] ( )( ) [ ] [ ], , , , ,
X Z Y XZ XY Y K Z X Z Y Z X Y∇  = −∇ −∇ −∇ + ∇ + +    
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( )( ) ( ) ( ) [ ], ,
ZZ Y Z X Z Y ZK X Y X Y X X Y∇+∇ +∇ ∇ −∇ ∇ +∇ + ∇ .  

Учитывая полученные равенства и антикоммутативность коммутатора, то есть 
[ ] [ ], ,X Y Y X= − , получим  

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ), , , , , ,S X XK K X Y Z K Y Z K K X Y Z K Y Z+ ∇ = + ∇ +   

( )( ) ( )( ), , ,YK K Y Z X K Z X+ + ∇ +   

( )( ) ( )( ), , ,ZK K Z X Y K X Y+ + ∇ =   

Y X Z∇= −∇ [ ] ( )( ), ,ZX Y Z K X Y−∇ − ∇ [ ],Y X Z+ ∇ [ ], ,X Y Z + +    

( )( ),X K Y Z+∇ ( ) ( )
XZ X Y X ZY Z Y∇+∇ ∇ −∇ ∇ + ∇ [ ], XY Z+ ∇ −   

ZY X∇−∇ [ ] ( )( ), ,XY Z X K Y Z−∇ − ∇ [ ],ZY X+ ∇ [ ], ,Y Z X + +    

( )( ),Y K Z X+∇ ( ) ( )
YX Y Z Y XZ X Z∇+∇ ∇ −∇ ∇ + ∇ [ ], YZ X+ ∇ −   

X ZY∇−∇ [ ] ( )( ), ,YZ X Y K Z X−∇ − ∇ [ ],X Z Y+ ∇ [ ], ,Z X Y + +    

( )( ),Z K X Y+∇ ( ) ( )
ZY Z X Z YX Y X∇+∇ ∇ −∇ ∇ + ∇ [ ], ZX Y+ ∇ =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X Y X Z Z X Z Y Y X Y ZZ Y Y X Z X=∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ +   

[ ] [ ] [ ], , , , , ,X Y Z Y Z X Z X Y     + + + −        

[ ] [ ] [ ], , ,X Y Y Z Z XZ X Y−∇ −∇ −∇ .  
Применяя тождество Якоби для коммутатора,  

[ ] [ ] [ ], , , , , , 0X Y Z Y Z X Z X Y     + + =      ,  
приходим к равенству  

( )( ) ( )( )( ), , ,S XK K X Y Z K Y Z+ ∇ =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X Y X Z Z X Z Y Y X Y ZZ Y Y X Z X=∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ −   

[ ] [ ] [ ], , ,X Y Y Z Z XZ X Y−∇ −∇ −∇ .       (TB4)  
Сопоставляя равенства (TB1) и (TB4), приходим к первому тождеству Бианки.  
Теперь используем выражение для тензора кривизны  

( ) ( ) ( ) [ ],, Y Z Z Y Y ZR Y Z U U U U=∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,  
для произвольного векторного поля U . Поскольку  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,X X X X XR Y Z U R Y Z U R Y Z U R Y Z U R Y Z U∇ =∇ − ∇ − ∇ − ∇ ,  
и  

( )( ) ( ) ( ) [ ]( ), , , , , ,X YR K X Y Z U R Y Z U R X Z U R X Y Z U= ∇ − ∇ − ,  
то  

( )( ) ( )( )( ), , ,X R Y Z R K X Y Z U∇ + =   

( )( ) ( ), ,X XR Y Z U R Y Z U=∇ − ∇ ( ) ( ), ,X XR Y Z U R Y Z U− ∇ − ∇ +   

( ),XR Y Z U+ ∇ ( ) [ ]( ), , ,YR X Z U R X Y Z U− ∇ − =   
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( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ), , , , , ,X X X YR Y Z U R Y Z U R Y Z U R X Z U R X Y Z U=∇ − ∇ − ∇ − ∇ − .  
Поскольку  

( )( ) ( )( )( ), , ,Y R Z X R K Y Z X U∇ + =   

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ), , , , , ,Y Y Y ZR Z X U R Z X U R Z X U R Y X U R Y Z X U=∇ − ∇ − ∇ − ∇ − ,  

( )( ) ( )( )( ), , ,Z R X Y R K Z X Y U∇ + =   

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ), , , , , ,Z Z Z XR X Y U R X Y U R X Y U R Z Y U R Z X Y U=∇ − ∇ − ∇ − ∇ − ,  
то учитывая равенство ( ) ( ), ,R X Y R Y X= − , приходим к равенству  

( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )( ), , , , , ,S X XR Y Z R K X Y Z U R Y Z R K X Y Z U∇ + = ∇ + +   

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , , , ,Y ZR Z X R K Y Z X U R X Y R K Z X Y U+ ∇ + + ∇ + =   

( )( ) ( ), ,X XR Y Z U R Y Z U=∇ − ∇ ( ) ( ), ,X YR Y Z U R X Z U− ∇ − ∇ [ ]( ), ,R X Y Z U− +   

( )( ) ( ), ,Y YR Z X U R Z X U+∇ − ∇ ( ) ( ), ,Y ZR Z X U R Y X U− ∇ − ∇ [ ]( ), ,R Y Z X U− +   

( )( ) ( ), ,Z ZR X Y U R X Y U+∇ − ∇ ( ) ( ), ,Z XR X Y U R Z Y U− ∇ − ∇ [ ]( ), ,R Z X Y U− =   

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,X XR Y Z U R Y Z U R X Y Z U=∇ − ∇ − +   

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,Y YR Z X U R Z X U R Y Z X U+∇ − ∇ − +   

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,Z ZR X Y U R X Y U R Z X Y U+∇ − ∇ − .  
Так как  

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,X XR Y Z U R Y Z U R X Y Z U∇ − ∇ − =   

( )( ) ( )( ) [ ]( ),X Y Z X Z Y X Y ZU U U=∇ ∇ ∇ −∇ ∇ ∇ −∇ ∇ −   

( )( ) ( )( ) [ ] ( ),Y Z X Z Y X XY ZU U U−∇ ∇ ∇ +∇ ∇ ∇ +∇ ∇ −   

[ ] ( ) [ ]( ) [ ], , , ,Z ZX Y X Y X Y ZU U U  
−∇ ∇ +∇ ∇ +∇ ,  

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,Y YR Z X U R Z X U R Y Z X U∇ − ∇ − =   

( )( ) ( )( ) [ ]( ),Y Z X Y X Z Y Z XU U U=∇ ∇ ∇ −∇ ∇ ∇ −∇ ∇ −   

( )( ) ( )( ) [ ] ( ),Z X Y X Z Y YZ XU U U−∇ ∇ ∇ +∇ ∇ ∇ +∇ ∇ −   

[ ] ( ) [ ]( ) [ ], , , ,X XY Z Y Z Y Z XU U U  
−∇ ∇ +∇ ∇ +∇ ,  

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,Z ZR X Y U R X Y U R Z X Y U∇ − ∇ − =   

( )( ) ( )( ) [ ]( ),Z X Y Z Y X Z X YU U U=∇ ∇ ∇ −∇ ∇ ∇ −∇ ∇ −   

( )( ) ( )( ) [ ] ( ),X Y Z Y X Z ZX YU U U−∇ ∇ ∇ +∇ ∇ ∇ +∇ ∇ −   

[ ] ( ) [ ]( ) [ ], , , ,Y YZ X Z X Z X YU U U  
−∇ ∇ +∇ ∇ +∇ ,  

то применяя тождество Якоби для коммутатора,  
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[ ] [ ] [ ], , , , , , 0X Y Z Y Z X Z X Y     + + =      ,  
приходим к равенству  

( )( ) ( )( ){ }, , ,S X R Y Z R K X Y Z U∇ + =   

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,X XR Y Z U R Y Z U R X Y Z U=∇ − ∇ − +   

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,Y YR Z X U R Z X U R Y Z X U+∇ − ∇ − +   

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,Z ZR X Y U R X Y U R Z X Y U+∇ − ∇ − =   

( )( )X Y ZU= ∇ ∇ ∇ ( )( )X Z YU− ∇ ∇ ∇ [ ]( ),X Y Z U− ∇ ∇ −   

( )( )Y Z XU−∇ ∇ ∇ ( )( )Z Y XU+ ∇ ∇ ∇ [ ] ( ), XY Z U+ ∇ ∇ −   

[ ] ( ), ZX Y U−∇ ∇ [ ]( ),Z X Y U+ ∇ ∇ [ ], ,X Y Z U  
+ ∇ +   

( )( )Y Z XU+∇ ∇ ∇ ( )( )Y X ZU− ∇ ∇ ∇ [ ]( ),Y Z X U− ∇ ∇ −   

( )( )Z X YU−∇ ∇ ∇ ( )( )X Z YU+ ∇ ∇ ∇ [ ] ( ), YZ X U+ ∇ ∇ −   

[ ] ( ), XY Z U−∇ ∇ [ ]( ),X Y Z U+ ∇ ∇ [ ], ,Y Z X U  
+ ∇ +   

( )( )Z X YU+∇ ∇ ∇ ( )( )Z Y XU− ∇ ∇ ∇ [ ]( ),Z X Y U− ∇ ∇ −   

( )( )X Y ZU−∇ ∇ ∇ ( )( )Y X ZU+ ∇ ∇ ∇ [ ] ( ), ZX Y U+ ∇ ∇ −   

[ ] ( ), YZ X U−∇ ∇ [ ]( ),Y Z X U+ ∇ ∇ [ ], ,Z X Y U  
+ ∇ =   

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0, , , , , , , , , , , , 0X Y Z Y Z X Z X Y X Y Z Y Z X Z X YU U U U U           + +           
= ∇ +∇ +∇ =∇ =∇ = ,  

из которого, в силу произвольности векторного поля U  следует равенство  
( )( ) ( )( ){ }, , , 0S X R Y Z R K X Y Z∇ + = ,  

что завершает доказательство.  
 
Теперь найдем координатные выражения тождеств Бианки.  

, ,S i j k i j kR R
u u u u u u

 ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂   = +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
  

, ,j k i k i jR R
u u u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  

, , ,
s s s
k ij i jk j kis s sR R R

u u u
∂ ∂ ∂

= + + =
∂ ∂ ∂

  

( ), , ,
s s s
k ij i jk j ki sR R R

u
∂

= + +
∂

.      (TB5)  

Подобным образом находим  
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, , ,S
i

i j k j k
u

K K K
u u u u u∂

∂

   ∂ ∂ ∂  ∂ ∂   + ∇ =         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
  

, , ,
i

i j k j k
u

K K K
u u u u u∂

∂

  ∂ ∂ ∂  ∂ ∂   = + ∇ +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
  

, , ,
j

j k i k i
u

K K K
u u u u u∂

∂

  ∂ ∂ ∂  ∂ ∂   + + ∇ +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
  

, , ,
k

k i j i j
u

K K K
u u u u u∂

∂

  ∂ ∂ ∂  ∂ ∂   + + ∇ =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
  

, ,s s
i j i jk jk j k ik s i sK K K K K K

u u u u u u
α α

α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = +∇ + +∇ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  

, s
k i k i jj sK K K

u u u
α

α

∂ ∂ ∂ + +∇ = ∂ ∂ ∂ 
  

, ,s s
i j i jk jk j k ik s i sK K K K K K

u u u u u u
α α

α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = +∇ + +∇ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  

, s
k i k i jj sK K K

u u u
α

α

∂ ∂ ∂ + +∇ = ∂ ∂ ∂ 
  

s s s s s s
i j k i jk jk i j k i k i j k i js s s s s sK K K K K K K K K

u u u u u u
α α α

α α α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +∇ + +∇ + +∇ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

( )s s s s s s
i j k jk i k i j i jk j k i k i j sK K K K K K K K K

u
α α α

α α α
∂

= + + +∇ +∇ +∇
∂

.    (TB6)  

Первое тождество Бианки (тождество Риччи) примет форму  

, , , ,S S
i

i j k i j k j k
u

R K K K
u u u u u u u u∂

∂

   ∂ ∂ ∂   ∂ ∂ ∂  ∂ ∂     = + ∇             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂           
.  

Сопоставляя правые части равенств (TB5) и (TB6), приходим к равенству  
, , ,

s s s s s s s s s
k ij i jk j ki i j k jk i k i j i jk j k i k i jR R R K K K K K K K K Kα α α

α α α+ + = + + +∇ +∇ +∇ .  (TB7)  
Полагая 0K =  в равенстве (TB7), получим равенство (см. равенство (108.5) в 

[16])  
, , , 0s s s

k ij i jk j kiR R R+ + = .      (TB8)  
Второе тождество Бианки (тождество Бианки – Падова) принимает вид  

, , , 0S
i

j k i j k
u

R R K
u u u u u∂

∂

   ∂ ∂  ∂ ∂ ∂     ∇ + =        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
.  

Левая часть последнего равенства имеет вид  

, , ,S
i

j k i j k
u

R R K
u u u u u∂

∂

   ∂ ∂  ∂ ∂ ∂     ∇ + =        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
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, , ,
i

j k i j k
u

R R K
u u u u u∂

∂

  ∂ ∂  ∂ ∂ ∂    = ∇ + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
  

, , ,
j

k i j k i
u

R R K
u u u u u∂

∂

  ∂ ∂  ∂ ∂ ∂    + ∇ + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
  

, , ,
k

i j k i j
u

R R K
u u u u u∂

∂

  ∂ ∂  ∂ ∂ ∂    + ∇ + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
  

, ,, ,s p s p
i p jk i j j p ki jks k s iR du R K R du R K

u u u u u u
α α

α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = ∇ ⊗ + +∇ ⊗ + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  

, ,s p
k p ij k is jR du R K

u u u
α

α

∂ ∂ ∂ +∇ ⊗ + = ∂ ∂ ∂ 
  

, ,, ,s p s p
i p jk i j j p ki jks k s iR du K R R du K R

u u u u u u
α α

α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = ∇ ⊗ + +∇ ⊗ + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  

, ,s p
k p ij k is jR du K R

u u u
α

α

∂ ∂ ∂ +∇ ⊗ + = ∂ ∂ ∂ 
  

, , , ,
s p s p s p s p

i p jk i j p k j p ki jk p is s s sR du K R du R du K R du
u u u u

α α
α α

∂ ∂ ∂ ∂
= ∇ ⊗ + ⊗ +∇ ⊗ + ⊗ +

∂ ∂ ∂ ∂
  

, ,
s p s p

k p ij k i p js sR du K R du
u u

α
α

∂ ∂
+∇ ⊗ + ⊗ =

∂ ∂
  

( ), , , , , ,
s s s s s s p

i p jk i j p k j p ki jk p i k p ij k i p j sR K R R K R R K R du
u

α α α
α α α

∂
= ∇ + +∇ + +∇ + ⊗

∂
.  

Таким образом, приходим к равенству  
, , , , , , 0s s s s s s

i p jk j p ki k p ij i j p k jk p i k i p jR R R K R K R K Rα α α
α α α∇ +∇ +∇ + + + = .   (TB9)  

При 0K =  получаем равенство (см. равенство (108.6) в [16])  
, , , 0s s s

i p jk j p ki k p ijR R R∇ +∇ +∇ = .    (TB10)  
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Аннотация. В работе приводится построение касательного расслоения. Рас-

сматриваются вертикальный и полный лифт функции, векторного и ковекторного 
полей, тензорного поля. Изучаются их свойства.  

Ключевые слова: касательное расслоение, вертикальный лифт, полный лифт  
 
Введение: Касательное расслоение является одним из важнейших объектов 

изучения в дифференциальной геометрией. С помощью касательного расслоения 
строится объект аффинной связности.  

В основу построения касательного расслоения положена работа [1]. Понятие 
индуцированной карты из [3]. Определения и свойства вертикальных и полных 
лифтов взяты в основном из [1], частично из [2]. Для некоторых объектов свойства 
дополнены. Детализированы доказательства изучаемых свойств.  

 
1. Касательное расслоение  
 
1.1. Касательное пространство  
Рассмотрим n -мерное дифференцируемое многообразие M . Для произволь-

ной точки p M∈  возьмем касательное пространство pMT  к многообразию M  в 

точке p . Карта ( ), , nU ϕ   определяет систему координат  

( ) ( )1 2

1,
, ,..., n k

k n
u u u uϕ

=
= =   

в координатной окрестности U M⊂ . Для произвольной точки p U∈  значения 
функций ( )ku p , 1,k n= , являются координатами точки p  в координатной окрест-
ности ( ); kU u . По этой причине эти функции называются координатными функ-

циями. Дифференциалы k
pd u  координатных функций :ku U → , 1,k n= , образу-

ют базис сопряженного пространства ( )pM
∗

T , которое называется кокасательным 

пространством к многообразию M  в точке p U∈  и обозначается pM∗T .  
Базис касательного пространства pMT , двойственный базису k

pd u , обознача-

ется k
pu

∂ 
 ∂ 

. Существует такой изоморфизм структуры топологического вектор-
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ного пространства , : n
c p pMθ →T , что ( ),c p j j

p

e
u

θ ∂ =  ∂ 
, 1,j n= , для стандартного 

базиса ( )
1,

i
j j i n

e δ
=

=  арифметического пространства n .  

Дифференциал pd f  гладкой в точке p  функции :f U → , определяется как 

композиция ( ) ( )1 1
,D :c p pp f Mϕ ϕ θ− − →T   , где ( ) ( )1D : n

p fϕ ϕ− →   – производ-

ное отображение функции ( )1 :f Uϕ ϕ− →  в точке ( )pϕ .  
Для произвольного вектора ( )

1,

k

k n
h h

=
=  имеет место равенство  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

1
D

n
j

jp
j

f h f p hϕ ϕ ϕ ϕ− −

=

= ∂∑  ,  

которое равносильно равенствам  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1D j jp f e f pϕ ϕ ϕ ϕ− −= ∂  ,  

для всех 1,j n= .  
Как элемент кокасательного пространства pM∗T , дифференциал pd f  раскла-

дывается по базису ( )
1,

k
p k n

d u
=

 с координатами, которые мы обозначим ( )k
f p
u
∂
∂

. В 

таком случае,  

( )
1

n
j

p pj
j

fd f p d u
u=

∂
=

∂∑ .      (кп_1)  

Из этого равенства получаем выражение для компонент  

( ) ( ) ( )( )1 1
,Dp c ppj j j

p p

f p d f f
u u uϕ ϕ θ− −   ∂ ∂ ∂   = = =         ∂ ∂ ∂      

    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1D j jp f e f pϕ ϕ ϕ ϕ− −= = ∂  .     (кп_4)  
Если функция :f U →  является всюду гладкой, то корректно определена 

функция :k
f U
u
∂

→
∂

  правилом ( ):k k
f fp p
u u
∂ ∂
∂ ∂

 . При этом, из равенства (кп_4), 

получим равенство  

( )1
jj

f f
u

ϕ ϕ−∂
= ∂

∂
  .      (кп_5)  

Если последняя функция является гладкой в точке p , то корректно определена 

( )
2

i k
f p

u u
∂

∂ ∂
 правилом  

( ) ( )
2

i k i k
f fp p

u u u u
∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

.  

При этом, учитывая равенство (кп_5), получим  

( ) ( ) ( )( )
2

1
ii k i k k

f f fp p p
u u u u u

ϕ ϕ−∂ ∂ ∂ ∂   = = ∂ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
i k i kf p f pϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −= ∂ ∂ = ∂ ∂ =      

( ) ( )( )2 1
,i k f pϕ ϕ−= ∂  .        (кп_6)  

Пусть теперь ( ), , nU ϕ′ ′   еще одна карта многообразия M , определяющая сис-

тему координат ( ) ( )1 2

1,
, ,..., n k

k n
u u u uϕ

=
′ ′ ′ ′ ′= =  в координатной окрестности U M′ ⊂ .  

Учитывая равенство (кп_1), получим равенства  

( )
1

in
i j

p pj
j

ud u p d u
u=

′∂′ =
∂∑ ,   1,i n= ,      (кп_3)  

которые показывают, что матрица, транспонированная матрице  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n n

n

u u up p p
u u u
u u up p p
u u u

u u up p p
u u u

′ ′ ′ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

′ ′ ′∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 
 ′ ′ ′∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ 

     (кп_2)  

является матрицей перехода от базиса ( )
1,

k
p k n

d u
=

 к базису ( )
1,p n

d u κ

κ=
′ . Отсюда по-

лучаем, что матрица (кп_2) является матрицей перехода от базиса j
pu

∂ 
 ′∂ 

 к бази-

су i
pu

∂ 
 ∂ 

. Действительно, если 
1

n
j

kk j
jp pu u
α

=

∂ ∂   =   ′∂ ∂   
∑  , то с одной стороны, учи-

тывая равенство (кп_3), имеем  

( ) ( ) ( )
1 1

i i in n
i j j

p p kk j k j k
j jp p

u u ud u p d u p p
u u u u u

δ
= =

   ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ′ = = =         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
∑ ∑ ,  

а с другой стороны,  

1 1

n n
i j i j i i

p k p k j kk j
j jp p

d u d u
u u

α α δ α
= =

   ∂ ∂   ′ ′= = =         ′∂ ∂      
∑ ∑   .  

Сопоставляя последние два равенства, получим ( )
i

i
k k

u p
u

α
′∂

=
∂

 .  

Отображение ( ) ( )1 : U Uϕ ϕ ϕ ϕ−′ ′ ′→  определяет преобразование координат в 
пересечении U U ′∩ . Именно, ( ) ( ) ( )( )1 ,..., np u p u pϕ =  – координаты точки p  в 

карте ( ); kU u , а ( ) ( ) ( )( )1 ,..., np u p u pϕ′ ′ ′=  – координаты точки p  в карте ( ); kU u′ ′ . 
Тогда очевидно  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 ,...,k k k nu p u p u u p u pϕ ϕ ϕ− −′ ′ ′= =  , 1,k n= .  
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Если, допуская вольность обозначений, значения функций ( )ku p′ , ( )ju p  обо-

значить ku′ , ju , последние равенства запишутся в виде  
( )( )1 1,...,k k nu u u uϕ−′ ′=  , 1,k n= .  

Поскольку ( )1 1

1,

k

k n
uϕ ϕ ϕ− −

=
′ ′=  , то производное отображение ( ) ( )1

pDϕ ϕ ϕ−′
  

имеет вид  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1

1,1,

k k
j j jp p k nk n

D e D u e u pϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −

==
′ ′ ′= = ∂ =     

( ) ( )( ) ( )1

1 1

kn n
k

j k kj
k k

uu p e p e
u

ϕ ϕ−

= =

′∂′= ∂ =
∂∑ ∑ .  

Это показывает, что матрицей Якоби данного преобразования координат явля-
ется матрица (кп_2).  

 
1.2. Касательное расслоение  
Множество ( ){ }, : pM p a p M a M= ∈ ∧ ∈T T  называется касательным расслое-

нием над многообразием M . При этом многообразие M  называется базисным 
многообразием касательного расслоения MT . Отображение : M Mπ →T , опреде-
ляемое правилом ( ),p a pπ = , называется проектированием касательного расслое-
ния на базисное многообразие.  

1.2.1. Индуцированная карта. Для произвольной точки p M∈ , полный про-
образ ( )1 pπ −  называется слоем расслоения над точкой p . Очевидно, 

( )1
pp Mπ − = T .  

Для произвольной карты ( ); ; nc U ϕ=   многообразия M  определим тройку 

( )( )1 ; ; n nc Uπ ϕ−= ×   правилом  

( ) ( ) ( )( )1
,, , c pp a p aϕ ϕ θ −= .      (кр_1)  

Для ( ) ( )1,p p a Uπ −= ∈  очевидно p U∈ , pa M∈T  и ( )1
,

n
c p aθ − ∈ , то есть 

( ) ( ) np Uϕ ϕ∈ ×  . С другой стороны, для ( ) ( ), nu h Uϕ∈ ×  найдется такая точка 
p U∈ , что ( )p uϕ = ; пусть при этом ( ),c p pa h Mθ= ∈T . Тогда ( ) ( ),p u hϕ =  , где 

( ),p p a= . Кроме того, если ( ) ( )1 2p pϕ ϕ=   , где ( )1 1 1,p p a=  и ( )2 2 2,p p a= , то из 
равенства ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2

1 1
1 , 1 2 , 2, ,c p c pp a p aϕ θ ϕ θ− −=  получим ( ) ( )1 2p pϕ ϕ=  и 

( ) ( )
1 2

1 1
, 1 , 2c p c pa aθ θ− −= . Первое равенство, с учетом биективности ϕ , дает равенство 

1 2p p= ; второе равенство примет вид ( ) ( )
1 1

1 1
, 1 , 2c p c pa aθ θ− −= , что вместе с биективно-

стью 
1,c pθ  дает равенство 1 2a a= . Тем самым показано 1 2p p=  . Таким образом, ϕ  

является биекцией множества ( )1 Uπ −  на множество ( ) nUϕ × . Из открытости 
множества ( )Uϕ  в n  следует открытость множества ( ) nUϕ × . Это показывает, 
что тройка c  является картой на касательном расслоении. Она называется картой, 
индуцированной картой c , или просто, индуцированной картой.  
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1.2.2. Индуцированная система координат. Карта ( ); ; nc U ϕ=   определяет в 

U  систему координат ( )
1,

k

k n
uϕ

=
= . Индуцированная карта ( )( )1 ; ; n nc Uπ ϕ−= ×   

определяет в ( )1 Uπ −  систему координат  

( ) ( )1 1

1,
,..., , ,..., ,n n k k

k n
x x y y x yϕ

=
= = ;  

она называется системой координат, индуцированной системой координат 
( )

1,

k

k n
uϕ

=
= , или просто, индуцированной системой координат. Для произвольной 

точки ( ),p p a=  из ( )1 Uπ − , p U∈ , pa M∈T , имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1,..., , ,...,n np x p x p y p y pϕ =      ,  
что сопоставляя с равенством (кр_1), получим с одной стороны  

( )( ) ( ) ( )( )
1, 1,

k k

k n k n
u p p x pϕ

= =
= =  ,  

то есть ( ) ( ) ( )( )k k kx p u p u pπ= =  , что дает равенство k kx u π=  . Иначе говоря, 

координаты ( )kx  точки p  совпадают соответственно с координатами ( )ku  ее про-
екции. По этой причине эти координаты называются проективными координата-
ми.  

С другой стороны,  

( ) ( )( )1
, 1,

k
c p k n

a y pθ −

=
=  ,   или   ( )

1

n
k

k
k p

a y p
u=

∂ =  ∂ 
∑  .  

Иначе говоря, координаты ( )ky  точки ( ),p p a=  являются координатами ка-

сательного вектора a  слоя ( )1
pp Mπ − = T  относительно базиса этого слоя опре-

деляемого системой координат ( )ku . По этой причине эти координаты называют 
слоевыми координатами.  

1.2.3. Согласованность индуцированных карт. Пусть ( ); ; nc U ϕ′ ′ ′=   еще 

одна карта многообразия M , а ( )( )1 ; ; n nc Uπ ϕ−′ ′ ′= ×   – индуцируемая ею карта 
касательного расслоения MT . Ввиду согласованности карт c  и c′ , преобразова-
ние координат 1ϕ ϕ−′

  является диффеоморфизмом. С другой стороны, если 
( ) ( )( )1, ,u h u hϕ ϕ−′ ′ ′=  

 , то для точки ( )1 ,p u hϕ−=   имеем ( ) ( ),u h pϕ=    и 

( ) ( ),u h pϕ′ ′ ′=   . Если ( ),p p a= , то  
( )u pϕ= ,   ( )1

,c ph aθ −= ,  

( )u pϕ′ ′= ,   ( )1
,c ph aθ −
′′ = .  

Отсюда ( )( )1u uϕ ϕ−′ ′=   и ( ),c pa hθ= , ( ),c pa hθ ′ ′= . Из последних двух равенств 

следует, что пары ( ),c h  и ( ),c h′ ′  согласованы, а потому ( )( )1
uh D hϕ ϕ−′ ′=  .  

Таким образом, показано, что  



228 Рябчинский М.А. «ВЕРТИКАЛЬНЫЕ И ПОЛНЫЕ ЛИ…» 
 

( )( )
( )( )

1

1

,

,u

u u

h D h

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−

−

 ′ ′=

′ ′=





 

или  
( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1, , uu h u D hϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −′ ′ ′= 
   ,  

для произвольных ( ) ( ), nu h Uϕ∈ × .  
Поскольку ( ) ( ) ( )( ),k kp x p y pϕ =    , то ( )( )

1,

k

k n
u x p

=
=   и ( )( )

1,

k

k n
h y p

=
=  . Анало-

гично ( )( )
1,

k

k n
u x p

=
′ ′=   и ( )( )

1,

k

k n
h y p

=
′ ′=  . Кроме того, так как  

( )1 1

1,

k

k n
uϕ ϕ ϕ− −

=
′ ′=     и   ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1

1,

k
p p k n

D h D u hϕ ϕϕ ϕ ϕ− −

=
′ ′=  ,  

где  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
k

k k j j
jp j

uD u h u p h p h
uϕ ϕ ϕ ϕ− − ′∂′ ′= ∂ =
∂

  ,  

то  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 ,..., ,

, 1, .

k k n

k
k j

j

x p u x p x p

uy p p y p k n
u

ϕ− ′ ′=

 ′∂′ = =

∂

  


 

 

Если, допуская вольность обозначений, значения функций ( )kx p′  , ( )ky p′  , 
( )kx p , ( )ky p  обозначить kx′ , ky′ , kx , ky , последние равенства запишутся в виде 

( )( )1 1,..., ,

, 1, .

k k n

k
k j

j

x u x x

uy y k n
u

ϕ− ′ ′=

 ′∂′ = =

∂



 

Теперь найдем выражение для производного отображения ( ) ( )1
,u hD ϕ ϕ−′ 

 . По-

скольку отображение ( ) ( )1 : U Uϕ ϕ ϕ ϕ−′ ′ ′→  является диффеоморфизмом класса 
rC , то с одной стороны, по определению дифференцируемости  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1
u uu u D oϕ ϕ ξ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ ξ− − −′ ′ ′+ = + +   , при 0ξ →  

а с другой стороны, определено производное отображение  
( ) ( ) ( )1 : ;n nD Uϕ ϕ ϕ−′ → L   ,  

принадлежащее классу 1rC − . Тогда отображение ( )1D ϕ ϕ−′
  дифференцируемо в 

точке ( )u Uϕ∈ , а его производное отображение в точке u  является вторым произ-

водным отображением от 1ϕ ϕ−′
  в точке u , то есть ( )( ) ( )1 2 1

u uD D Dϕ ϕ ϕ ϕ− −′ ′=  ; 
при этом  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 1 1
u u u uD D D D oξ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ ξ− − −
+ ′ ′ ′= + + =    

( ) ( )( ) ( )1 2 1 ,u u uD D oϕ ϕ ϕ ϕ ξ ξ− −′ ′= + ⋅ +  ,   при 0ξ → .  
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Тогда  

( )( )1
uD hξ ϕ ϕ η−
+ ′ + =  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 ,u u uD h D h o hϕ ϕ η ϕ ϕ ξ η ξ η− −′ ′= + + + + + =   

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 1 ,u u uD h D D hϕ ϕ ϕ ϕ η ϕ ϕ ξ− − −′ ′ ′= + + +    

( )( ) ( )( )2 1 ,u uD o hϕ ϕ ξ η ξ η−′+ + + =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 1
,, ,u u u u hD h D D h oϕ ϕ ϕ ϕ η ϕ ϕ ξ ξ η− − −′ ′ ′= + + +   ,  

при 0ξ →  и 0η → .  
С учетом этого, получим  
( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1, , uu h u D hξϕ ϕ ξ η ϕ ϕ ξ ϕ ϕ η− − −

+′ ′ ′+ + = + + = 
    

( )( ) ( )( )( )1 1, uu D hϕ ϕ ϕ ϕ− −′ ′= +   

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1
,, , , ,u u u u u hD D D h o oϕ ϕ ξ ϕ ϕ η ϕ ϕ ξ ξ ξ η− − −′ ′ ′+ + +   .  

Тогда  
( )( ) ( )( )1 1, ,u h u hϕ ϕ ξ η ϕ ϕ− −′ ′+ + = +   
   

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 1 2 1
,, , ,u u u u hD D D h oϕ ϕ ξ ϕ ϕ η ϕ ϕ ξ ξ η− − −′ ′ ′+ + +   ,  

при ( ), 0ξ η → . Нетрудно проверить, что соответствие  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 2 1, , ,u u uD D D hξ η ϕ ϕ ξ ϕ ϕ η ϕ ϕ ξ− − −′ ′ ′→ +     

определяет линейное непрерывное отображение n n n n× → ×    . Это показыва-
ет, что отображение 1ϕ ϕ−′ 

  дифференцируемо в точке ( ),u h  и при этом  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1 2 1
, , , ,u u uu hD D D D hϕ ϕ ξ η ϕ ϕ ξ ϕ ϕ η ϕ ϕ ξ− − − −′ ′ ′ ′= + 

    .  (кр_2) 

Так как точка ( ) ( ), nu h Uϕ∈ ×  берется произвольно, то полученное показыва-
ет, что отображение 1ϕ ϕ−′ 

  дифференцируемо, и принадлежит классу 1rC − .  
Через eι , 1,2nι = , обозначим стандартный базис арифметического пространст-

ва 2n n n= ×   , причем для 1,i n=  индекс n i+  обозначим i . Тогда  

( ) ( )1

1 2
,..., , 0 ,..., 0 ,0n

i i i in n
e eδ δ

+
= = ,   и   ( ) ( )1

1
0,...,0, ,..., 0,n

i i ii n
e eδ δ= =   

где ( )1,..., n
i i ie δ δ= , 1,i n=  – базис арифметического пространства n .  

Поскольку ( )1 1 1 1 1 1 1,..., , ,..,n nx x y yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − − −′ ′ ′ ′ ′=     
     , то  

( ) ( )( )1
pD eιϕ ϕ ϕ−′ =

 

  
   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

1 1

n n
k k

kp p k
k k

D x e e D y e eι ιϕ ϕϕ ϕ− −

= =

′ ′= + =∑ ∑
  

    
    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

1 1

n n
k k

k k
k k

x p e y p eι ιϕ ϕ ϕ ϕ− −

= =

′ ′= ∂ + ∂∑ ∑      
  .  

При iι = , 1,i n= , имеем  
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  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
k

k k
i i

xx p x p p
xι ϕ ϕ ϕ ϕ− − ′∂′ ′∂ = ∂ =
∂

     
  ,  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
k

k k
i i

yy p y p p
xι ϕ ϕ ϕ ϕ− − ′∂′ ′∂ = ∂ =
∂

     
  .  

Тогда  

( ) ( )( ) ( ) ( )1

1 1

k kn n

i kp ki i
k k

x yD e p e p e
x xϕ ϕ ϕ−

= =

′ ′∂ ∂′ = +
∂ ∂∑ ∑

 

      
 .  

При iι = , 1,i n= , имеем  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
k

k k
i i

xx p x p p
yι ϕ ϕ ϕ ϕ− − ′∂′ ′∂ = ∂ =
∂

     
  ,  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
k

k k
i i

yy p y p p
yι ϕ ϕ ϕ ϕ− − ′∂′ ′∂ = ∂ =
∂

     
  .  

Тогда  

( ) ( )( ) ( ) ( )1

1 1

k kn n

kip ki i
k k

x yD e p e p e
y yϕ ϕ ϕ−

= =

′ ′∂ ∂′ = +
∂ ∂∑ ∑

 

      
 .  

В таком случае, матрица Якоби преобразования 1ϕ ϕ−′ 
  индуцированных коор-

динат может быть представлена в виде блочной матрицы  

( ) ( )

( ) ( )

k k

i i

k k

i i

x xp p
x y
y yp p
x y

′ ′ ∂ ∂
 ∂ ∂ 
 ′ ′∂ ∂
 
∂ ∂ 

 

 

 

Из равенства (кр_2) имеем  

( ) ( )( )1
ipD eϕ ϕ ϕ−′ =

 

  
   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 2 1, 0 ,i ip p pD e D D e hϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −′ ′ ′= + =     

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 2 1, ,i ip pD e D e hϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ− −′ ′=   .     (кр_3)  

С одной стороны, получим  
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1

1,

k
i ip p k n

D e D u eϕ ϕϕ ϕ ϕ− −

=
′ ′= =    

     ( ) ( )( )( ) ( )1

1,
1,

k
k

i ik n
k n

uu p p
u

ϕ ϕ−

=
=

′ ∂′= ∂ =  ∂ 
 .  (кр_4)  

С другой стороны, поскольку ( )( )
1,

k

k n
h y p

=
=  , находим4  

                                           
4 Напомним, что если отображение :f U F→  дважды дифференцируемо в точ-

ке x U∈ , то найдется такая окрестность V  точки x V U∈ ⊂ , в которой отображе-
ние f  дифференцируемо, а производное отображение ( ): ,Df V E F→ L , опреде-
ляемое правилом ( ) tDf t D f= , дифференцируемо в точке x . При этом производ-
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2 1 2 1

1,
, ,k

i ip p k n
D e h D u e hϕ ϕϕ ϕ ϕ− −

=
′ ′= =    

     ( ) ( )( ) ( )2 1

1 1,

,
n

k j
i jp

j k n

D u e e y pϕ ϕ−

= =

 
′=  

 
∑ 

 .  

 
Кроме того, учитывая равенство (кп_6), получим  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 1 2 1,
k

k k
i j jip j i

uD u e e u p p
u uϕ ϕ ϕ ϕ− − ′∂′ ′= ∂ =
∂ ∂

  .  

Но тогда  

( ) ( )( ) ( )
2

2 1

1 1,

,
kn

j
ip j i

j k n

uD e h p h
u uϕ ϕ ϕ−

= =

 ′∂′ =  ∂ ∂ 
∑ .    (кр_5)  

Подставляя правые части равенств (кр_4) и (кр_5) в (кр_3), получим  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1 1 1

k kn n n
j

i kp ki j i
k k j

u uD e p e p y p e
u u uϕ ϕ ϕ−

= = =

 ′ ′∂ ∂′ = +  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ ∑

 

     
 .  (кр_6) 

Аналогично,  

( ) ( )( )1
ipD eϕ ϕ ϕ−′ =

 

  
  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 2 10 , 0,ip p pD D e D hϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −′ ′ ′= + =    

( ) ( )( )( )10, ipD eϕ ϕ ϕ−′=  .  

Учитывая в последнем равенстве равенство (кр_4), получим  

( ) ( )( ) ( )1

1 1
0

kn n

kip ki
k k

uD e e p e
uϕ ϕ ϕ−

= =

′∂′ = ⋅ +
∂∑ ∑

 

    
 .    (кр_7)  

Используя равенства (кр_6) и (кр_7), получим выражение для матрицы Якоби 
преобразования 1ϕ ϕ−′ 

  индуцированных координат  

                                                                                                                                                 
ное отображение ( )xD Df  называется вторым производным отображение от f  в 
точке x  и обозначается 2

xD f . То есть  
   ( ) ( )( ) ( )2 , ; , ;x xD f D Df E E F E E F= ∈ =L L L .  
Для произвольного вектора h E∈ , корректно определено отображение 
( ) :Df h V F→  правилом ( ) ( ): tDf h t D f h . Нетрудно показать, что отображение 
( )Df h  дифференцируемо в точке x  и при этом ( )( ) ( )2 ,x xD Df h D f h= ⋅ .  

Очевидно ( )i iDf e f= ∂ , ибо ( )( )( ) ( ) ( )( )i t i iDf e t D f e f t= = ∂ . В таком случае, 
учитывая сказанное выше,  

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 ,ji j i j i x i j x i jf x f x Df e x D Df e e D f e e∂ = ∂ ∂ = ∂ = = .  
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( )

( ) ( ) ( )
2

1

0
k

i

k kn
j

j i i
j

u p
u

u up y p p
u u u=

′ ∂
 ∂ 

′ ′∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
∑ 

.  

Допуская вольность обозначений и правило суммирования Эйнштейна, полу-
чим  

     
2

0
k

i

k k
j

j i i

u
u

u uy
u u u

′ ∂
 ∂ 

′ ′∂ ∂ 
 
∂ ∂ ∂ 

.  

1.2.4. Представление проектирования в индуцированных картах. Произ-
вольно возьмем карту ( ), , nc U ϕ=   на 
многообразии M . Тогда 

( )( )1 ; ; n nc Uπ ϕ−= ×  , где 

( ) ( ) ( )( )1
,, , c pp a p aϕ ϕ θ −=  для всех 

( ) ( )1,p p a Uπ −= ∈ , является индуцированной картой на касательном расслоении 
MT . Возьмем произвольно точку ( ) ( ) ( ), nu h U Uϕ ϕ∈ = ×

 . Тогда для некоторой 

точки ( ) ( )1,p p a Uπ −= ∈  выполняется равенство ( ) ( ),p u hϕ =  , то есть 

( ) ( )( ) ( )1
,, ,c pp a u hϕ θ − = , что равносильно равенствам ( )p uϕ =  и ( )1

,c p a hθ − = . Отсюда 

( )1 ,p u hϕ−=  ,  

( )( ) ( ) ( )1 , ,u h p p a pπ ϕ π π− = = = 
 ,   ( )( ) ( ) ( )1

1, pr ,u h p u u hϕ π ϕ ϕ− = = =
  .  

Таким образом, 1
1prϕ π ϕ− =

  . Отсюда 1prϕ π ϕ= 
  .  

 
2. Вертикальные и полные лифты функций  
 
Определение 1 (вертикального лифта функций). Вертикальным лифтом 

функции :f M →  называется функция V :f M →T   определяемая правилом  
     Vf f π=  .  
 
Если в окрестности U  введена система координат ( )

1,

i

i n
u

=
, то в индуцирован-

ной координатной окрестности ( )1 Uπ −  определена индуцированная система коор-
динат ( )

1,
,k k

k n
x yϕ

=
= . Очевидно Vk kx u= .  

 
Предложение 1 (свойства вертикального лифта функций). Для произвольных 

функций f  и g  из ( )F M  выполняются свойства  

( )

( ) ( )1

1

2n n

U M M U

U U

π

ϕ ϕ

ϕ π ϕ

π

ϕ ϕ
−

− ⊃ → ⊂

↓ ↓

⊃ → ⊂

T
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(1) ( )V V Vf g f g+ = + ;  

(2) ( )V V Vf g f g⋅ = ⋅ ;  
(3) Пусть в окрестности U  введена система координат ( )

1,

i

i n
uϕ

=
= . Тогда в 

индуцированной координатной окрестности ( )1 Uπ −  с индуцированной системой 
координат ( )

1,
,k k

k n
x yϕ

=
=  выполняются равенства  

VV

i i
f f
x u

∂ ∂
=

∂ ∂
,   

V

0i
f
y

∂
=

∂
.  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для произвольной точки ( ),p p a M= ∈T  имеем  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )Vf g p f g p f g p f p g pπ π π π+ = + = + = + =    
   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )V Vf p g p f p g pπ π= + = +   
  ,  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )Vf g p f g p f g p f p g pπ π π π⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =    
   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )V Vf p g p f p g pπ π= ⋅ = ⋅   
  .  

 
Очевидно  

( ) ( ) ( )V 1 1 1 1 1
1prf f f fϕ π ϕ ϕ ϕ π ϕ ϕ− − − − −= = =  

         .  
Тогда  

( )
V

V 1
jj

f f
x

ϕ ϕ−∂
= ∂ =

∂
 

    

( )( )1
1prj f ϕ ϕ−= ∂ =     

( ) ( )1
1prj f ϕ ϕ−= ∂ =     

( ) ( )1
j f ϕ ϕ π−= ∂ =     

( )( )1
j f ϕ ϕ π−= ∂ =     

V

j j
f f
u u

π∂ ∂ = = ∂ ∂ 
 .  

Подобным образом  

( ) ( )( )
V

V 1 1
1pr 0 0j jj

f f f
y

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −∂
= ∂ = ∂ = =

∂
   

      .  

 
Определение 2 (полного лифта функций). Полным лифтом функции 

:f M →  называется функция C :f M →T   определяемая правилом  
( ) ( )C , pf p a d f a= ,  

для произвольной точки ( ),p a M∈T .  
 

( )

( ) ( )

V

V 1 1

1

1

2

f f

f f

n n

U M M U

U U

π

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ π ϕ

π

ϕ ϕ

− −

−

− ⊃ → ⊂

↓ ↓

⊃ → ⊂

T
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Предложение 2 (свойства полного лифта функций). Для произвольных функций 

f  и g  из ( )F M  выполняются свойства  

(1) ( )C C Cf g f g+ = + ;  

(2) ( )C C V V Cf g f g f g⋅ = ⋅ + ⋅ .  
(3) Пусть в окрестности U  введена система координат ( )

1,

i

i n
u

=
. Тогда в ин-

дуцированной координатной окрестности ( )1 Uπ −  с индуцированной системой 

координат ( )
1,

,k k

k n
x y

=
 выполняется равенство 

V
C j

j
ff y f
u
∂

= = ∂
∂

.  

(4) 
VC 2

k
j j k

f fy
x u u

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
, 

VC

j j
f f
y u
∂ ∂

=
∂ ∂

.  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для произвольной точки ( ),p p a M= ∈T  имеем  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )C , p p p p pf g p a d f g a d f d g a d f a d g a+ = + = + = + =   

( ) ( )C C, ,f p a g p a= + ,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )C , p p pf g p a d f g a d f a g p f p d g a⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅ =   

( ) ( ) ( ) ( )C V V C, , , ,f p a g p a f p a g p a= ⋅ + ⋅ ,  

( ) ( ) ( ) ( )C j j
p p pj j

p p

f p d f a d f y p y p d f
u u

   ∂ ∂
= = = =      ∂ ∂   

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
V

j j
j j

f fy p p y p p f p
u u
∂ ∂

= = = ∂
∂ ∂

    .  

V V VC k
k k

j j k j k j k
f f y f fy y
x x u x u x u

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  

VVV 2

0 k k
k j k j k

f f fy y
u u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

.  

V V V V VC

0
k

k k k k
jj k j k j k k j

f f y f f f fy y y
y u y u y u u u

δ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = + = + ⋅ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
.  

 
3. Вертикальные и полные лифты векторных полей  
 
Определение 3 (вертикального векторного поля). Векторное поле X  на каса-

тельном расслоении MT  называется вертикальным, если для любой гладкой 
функции :f M →  выполняется равенство V 0Xf = .  

 
Предложение 3 (критерий вертикального векторного поля). Для того, чтобы в 

индуцированной координатной окрестности ( )1 Uπ −  с индуцированной системой 
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координат ( )
1,

,k k

k n
x y

=
 векторное поле i i

i iX X X
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

    было вертикальным, 

необходимо и достаточно, чтобы 0iX =  для всех 1,i n= .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая свойства вертикального лифта функций, полу-

чим  
V VV V

V 0i i i i i
i i j j

f f f fXf X X X X X
x y u u

∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
      .  

Отсюда немедленно получается достаточность данного утверждения. Прове-
рим необходимость. Определим функцию :f M →  правилом: kf u=  в окрест-

ности точки p , являющейся частью U , и 0f =  вне U . Тогда k
ii

f
u

δ∂
=

∂
. В таком 

случае, равенство V 0Xf =  примет вид 
V

V0 i i k k
ij

fXf X X X
u

δ∂
= = = =

∂
     для всех 

1,k n= , что и завершает доказательство.  
 
Теорема 1 (достаточное условие равенства нулю векторного поля на касатель-

ном расслоении). Если векторное поле X  на касательном расслоении MT  удов-
летворяет условию C 0Xf =  для любой гладкой функции :f M → , то 0X = .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем точку ( ),p p a M= ∈T . Пусть U  
координатная окрестность в точке p  с системой координат ( )

1,

i

i n
u

=
. В индуциро-

ванной координатной окрестности ( )1 Uπ −  с индуцированной системой координат 

( )
1,

,k k

k n
x y

=
 имеем i i

i iX X X
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

   . Тогда учитывая свойства полного лифта 

функций, получим  

C C
C

j j
j j

i i i i
i i i i

f fy y
f f u uXf X X X X
x y x y

∂ ∂   ∂ ∂   ∂ ∂ ∂ ∂   = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂

       

2
i j i

i j i
f fX y X

u u u
∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

  .  

Определим функцию :f M →  правилом: kf u=  в окрестности точки p , яв-
ляющейся частью U , и 0f =  вне U . Тогда  

k
ii

f
u

δ∂
=

∂
   и   

2

0
k
i

i j j i j
f f

u u u u u
δ∂ ∂ ∂ ∂ = = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

.  

В таком случае, равенство C 0Xf =  примет вид  
2

0 0i j i i j i k k
ii j i

f fX y X X y X X
u u u

δ∂ ∂
= + = ⋅ + =

∂ ∂ ∂
       

для всех 1,k n= . С учетом этого, равенство C 0Xf =  запишется так  
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2

0i j
i j

fX y
u u
∂

=
∂ ∂

 .  

Определим функцию :f M →  правилом: ( )2kf u=  в окрестности точки p , 
являющейся частью U , и 0f =  вне U . Тогда  

( )2
2k k k

ii i
f u u
u u

δ∂ ∂
= =

∂ ∂
,  

( )
2

2 2k k k k
i i ji j j i j

f f u
u u u u u

δ δ δ∂ ∂ ∂ ∂ = = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
.  

С учетом этого, находим  
2

0 2i j i j k k k k
i ji j

fX y X y X y
u u

δ δ∂
= = =

∂ ∂
   .  

Из этого равенства следует, что условие ( ) 0kX p =

 , для всех 1,k n=  выполня-
ется лишь для тех точек ( ) ( )1,p p a Uπ −= ∈ , для которых все слоевые координаты 

0ky ≠ , 1,k n=  не равны нулю. Теперь возьмем произвольную точку 

( ) ( )1,p p a Uπ −= ∈ , k
k

p

a y
u
∂

=
∂

. Рассмотрим последовательность векторов 

1k
m k

p

a y
m u

∂ = ±  ∂ 
, m∈ , где знак «+ » берется если 0ky ≥ , а знак «−» берется 

если 0ky ≤ . Очевидно последовательность точек ( ) ( )1,m mp p a Uπ −= ∈  сходится к 
точке p . По доказанному выполняются равенства ( ) 0k

mX p =

 . Переходя в этом 
равенстве к пределу при m →+∞  и учитывая непрерывность компонент векторно-
го поля, приходим к равенству ( ) 0kX p =

 . В таком случае, приходим к равенству  

( ) ( ) 0 0 0i i
i i i ip

p pp p

X X p X p
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= + = ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂

 

 

  

  ,  

что завершает доказательство.  
 
Следствие (достаточное условие равенства векторных полей на касательном 

расслоении). Если векторные поля X  и Y  на касательном расслоении MT  удов-
летворяют условию C CXf Yf=   для любой гладкой функции :f M → , то X Y=  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к применению предыдущей теоремы к вектор-
ному полю X Y−  .  

 
Определение 4 (вертикального лифта векторного поля). Вертикальным лиф-

том векторного поля X  на многообразии M  называется такое векторное поле 
VX  на касательном расслоении MT , которое определяется равенством  

( )VV CX f Xf=   
для любой гладкой функции :f M → .  

 



Рябчинский М.А. «ВЕРТИКАЛЬНЫЕ И ПОЛНЫЕ ЛИ…» 237 
 
Предложение 4 (свойства вертикального лифта векторного поля). (1) В инду-

цированной координатной окрестности ( )1 Uπ −  с индуцированной системой ко-
ординат ( )

1,
,k k

k n
x y

=
 вертикальный лифт VX  векторного поля X , имеющего в ко-

ординатной окрестности U  с системой координат ( )
1,

k

k n
u

=
 компоненты ( )kX , 

обладает компонентами 
0

kX
 
 
 

 или V

0
kX

 
 
 

. В частности 
V

i iu y
∂ ∂  = ∂ ∂ 

.  

(2) Для произвольных векторных полей X  и Y  выполняется равенство  
( )V V VX Y X Y+ = + .  

(3) Для произвольных векторного поля X  и гладкой функции g  выполняется 
равенство  

( )V V VgX g X= .  
(4) Для произвольных векторного поля X  и гладкой функции f  выполняется 

равенство 
V V 0X f = .  

(5) Для произвольных векторных полей X  и Y  выполняется равенство  
V V, 0X Y  =  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть вертикальный лифт VX  в индуцированной ко-

ординатной окрестности имеет разложение ( ) ( )V V Vi i

i iX X X
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

. Тогда  

( ) ( ) ( ) ( )

V V

C C
V C V V V V

j j
j j

i i i i

i i i i

f fy y
u uf fX f X X X X

x y x y

   ∂ ∂∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂    = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂

  

( ) ( )
V V2

V Vi ij
i j i

f fX y X
u u u
∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

.  

С другой стороны, имеем i
i

fXf X
u
∂

=
∂

, а тогда ( )
V V

V Vi i
i i

f fXf X X
u u
∂ ∂ = = ∂ ∂ 

. В 

таком случае равенство ( )VV CX f Xf=  в индуцированной координатной окрестно-
сти равносильно равенству  

( ) ( )
V V V2

V V Vi ij i
i j i i

f f fX y X X
u u u u
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

,  

что равносильно равенству  

( ) ( )( )
V V2

V V V 0
i ij i

i j i
f fX y X X

u u u
∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂

.  

Рассмотрим векторное поле  

( ) ( )( )V V Vi i i
i iX X X X

x y
∂ ∂

= + −
∂ ∂

 .  
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Тогда  

( ) ( )( )C C
C V V Vi i i

i i
f fXf X X X
x y

∂ ∂
= + − =

∂ ∂
   

( ) ( )( )
V V2

V V V 0
i ij i

i j i
f fX y X X

u u u
∂ ∂

= + − =
∂ ∂ ∂

.  

Применяя достаточное условие равенства нулю векторного поля на касатель-
ном расслоении, получим 0X = , откуда следует требуемое.  

(2) Для произвольной гладкой функции :f M →  имеем  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )VV V V VCX Y f X Y f Xf Yf Xf Yf+ = + = + = + =   

( )V C V C V V CX f Y f X Y f= + = + .  
(3) Поскольку для произвольной точки p M∈  имеем  

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )p pp p
gX f p d f g p X g p d f X g p Xf p= = = =   

( )( )( )g Xf p= ,  
то ( ) ( )gX f g Xf= . Тогда  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )V VV VC V V V C V V CgX f gX f g Xf g Xf g X f g X f= = = = = ,  
что влечет требуемое.  

(4) Понятно, что  

( ) ( ) ( )
VV V VV V V V 0 0 0

i i i
i i i

f f fX f X X X
x y u

∂ ∂ ∂
= + = ⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂
.  

(5) Для произвольной гладкой функции :f M →  имеем, по определению и 
свойству (4)  

( ) ( ) ( ) ( )V VV V C V V C V V C V V, 0X Y f X Y f Y X f X Yf Y Xf  = − = − =  .  
 
Определение 5 (полного лифта векторного поля). Полным лифтом векторного 

поля X  на многообразии M  называется такое векторное поле CX  на касатель-
ном расслоении MT , которое определяется равенством  

( )CC CX f Xf=   
для любой гладкой функции :f M → .  

 
Предложение 5 (свойства полного лифта векторного поля). (1) В индуцирован-

ной координатной окрестности ( )1 Uπ −  с индуцированной системой координат 

( )
1,

,k k

k n
x y

=
 полный лифт CX  векторного поля X , имеющего в координатной ок-

рестности U  с системой координат ( )
1,

k

k n
u

=
 компоненты ( )kX , обладает ком-

понентами 
k

k

X
X

 
 
∂ 

 или 
V

C

k

k

X
X

 
 
 

. В частности 
C

i iu x
∂ ∂  = ∂ ∂ 

.  

(2) Для произвольных векторных полей X  и Y  выполняется равенство  
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( )C C CX Y X Y+ = + .  
(3) Для произвольных векторного поля X  и гладкой функции g  выполняется 

равенство  
( )C C V V CgX g X g X= + .  

(4) Для произвольных векторного поля X  и гладкой функции f  выполняется 
равенство 

( )VC VX f Xf= .  
(5) Для произвольных векторных полей X  и Y  выполняется равенство  

[ ]VV C, ,X Y X Y  =  ,   [ ]CC C, ,X Y X Y  =  .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть полный лифт CX  в индуцированной коорди-

натной окрестности имеет разложение ( ) ( )C C Ci i

i iX X X
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

. Тогда  

( ) ( ) ( ) ( )

V V

C C
C C C C C C

j j
j j

i i i i

i i i i

f fy y
u uf fX f X X X X

x y x y

   ∂ ∂∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂    = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂

  

( ) ( )
V V2

C Ci ij
i j i

f fX y X
u u u
∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

.  

С другой стороны, имеем i
i

fXf X
u
∂

=
∂

, а тогда  

( )
C V C

C C Vi i i
i i i

f f fXf X X X
u u u
∂ ∂ ∂ = = + ∂ ∂ ∂ 

.  

Согласно свойству (3) полного лифта функций  
VVC 2

j j
i j i i j

f f fy y
u u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

В таком случае  

( )
VV 2

C i i j
i i j

f fXf X X y
u u u
∂ ∂

= ∂ +
∂ ∂ ∂

,  

а равенство ( )CC CX f Xf=  в индуцированной координатной окрестности равно-
сильно равенству  

( ) ( )
V VV V2 2

C C Vi ij i i j
i j i i i j

f f f fX y X X X y
u u u u u u
∂ ∂ ∂ ∂

+ = ∂ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,  

что равносильно равенству  

( )( ) ( )( )
V V2

C V C 0
i ii j i

i j i
f fX X y X X

u u u
∂ ∂

− + − ∂ =
∂ ∂ ∂

.  

Рассмотрим векторное поле  

( )( ) ( )( )C V Ci ii i
i iX X X X X

x y
∂ ∂

= − + − ∂
∂ ∂

 .  
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Тогда  

( )( ) ( )( )C C
C C V Ci ii i

i i
f fXf X X X X
x y

∂ ∂
= − + − ∂ =

∂ ∂
   

( )( ) ( )( )
V V2

C V C 0
i ii j i

i j i
f fX X y X X

u u u
∂ ∂

= − + − ∂ =
∂ ∂ ∂

.  

Применяя достаточное условие равенства нулю векторного поля на касатель-
ном расслоении, получим 0X = , откуда следует требуемое.  

(2) Для произвольной гладкой функции :f M →  имеем  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )CC C C CC C C C CX Y f X Y f Xf Yf Xf Yf X f Y f+ = + = + = + = + =   

( )C C CX Y f= + ,  
откуда следует требуемое.  

(3) Поскольку ( ) ( )gX f g Xf= , то  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )C CC V CC C VgX f gX f g Xf g Xf g Xf= = = + =   

( ) ( ) ( ) ( )C V C V C C C V C V C Cg X f g X f g X f g X f= + = + =   

( )C V V C Cg X g X f= + ,  
откуда следует требуемое.  

(4) Понятно, что  

( ) ( ) ( ) ( )
V VV V

C V C C C C V0
i i i i i

i i i i
f f f fX f X X X X X
x y u u

∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
.  

С другой стороны, поскольку i
i

fXf X
u
∂

=
∂

, мы получим  

( )
V V

V Vi i
i i

f fXf X X
u u
∂ ∂ = = ∂ ∂ 

. 

Сопоставляя последние два равенства, получим требуемое.  
(5) Для произвольной гладкой функции :f M →  имеем, по определению  

( ) ( ) ( ) ( )C VV C C V C C C V C V C,X Y f X Y f Y X f X Yf Y Xf  = − = − =    

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]( )VVV V ,X Yf Y Xf X Yf Y Xf X Y f= − = − = =  

[ ]V C,X Y f= ,  

( ) ( ) ( ) ( )C CC C C C C C C C C C C,X Y f X Y f Y X f X Yf Y Xf  = − = − =    

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]( )CCC C ,X Yf Y Xf X Yf Y Xf X Y f= − = − = =   

[ ]C C,X Y f= .  
 
Теорема 2 (достаточное условие равенства нулю тензорного поля типа ( )0,r  

на касательном расслоении). Пусть ( )0TrT M∈ T  тензорное поле типа ( )0,r  на 
MT . Если выполняется равенство  
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( )C C
1 ,..., 0rT X X =   

для произвольных векторных полей 1X , …, rX  на многообразии M , то 0T = .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем точку ( ),p p a M= ∈T , k
k

p

a y
u
∂

=
∂

 

так, чтобы слоевые координаты ky  не были все равны нулю, то есть 0a ≠ . Тогда 

( )2

1
0

n
k

k
y y

=

= ≠∑ .  

Рассмотрим произвольную координатную окрестность U  точки p , которая за-
дает систему координат ( )

1,

i

i n
u

=
. Данную окрестность будем предполагать центри-

рованной в точке p , то есть ( ) 0iu p =  для всех индексов 1,i n= .  
Пусть U  индуцированная система координат, которая определяет индуциро-

ванную систему координат Iu , { }1,..., , 1,...,I n n∈ , причем i iu x=  и i iu y=  для всех 

индексов 1,i n= .  
Произвольно возьмем индекс 1,j n= . Определим векторное поле ( )jY  прави-

лом: ( )
i i

jjY δ=  в некоторой окрестности точки p  являющейся частью окрестности 

U , и ( ) 0i
jY =  вне U . Поэтому  

( ) ( ) 0 0
i
ji k i k k

kj j kY y Y y y
u
δ∂

∂ = ∂ = = ⋅ =
∂

,  

для всех индексов 1,i n= . В таком случае, по определению полного лифта вектор-

ного поля, имеем ( )( )C
i

i
jjY δ=  и ( )( )C 0

i

jY =  для всех индексов 1,i n= . Следовательно, 

в окрестности точки p  выполняется равенство ( )
C
j jY

x
∂

=
∂

, а значит и в самой точке 

p , то есть  

( )
C
j j jp p p

Y
x u
∂ ∂

= =
∂ ∂

 



.     (ВП_1)  

Теперь рассмотрим векторное поле ( )jY , определяемое следующим образом: 

( ) 2
1

1 n
i i

jjY y u
y

ι ι

ι

δ
=

 
=  

 
∑  в некоторой окрестности точки p  являющейся частью окре-

стности U , и ( ) 0i
jY =  вне U . Тогда  

( ) ( )2 2 2
1 1

1 1 10 0 0
n n

i i i i
j j jj p

Y y u p y
y y y

ι ι ι

ι ι

δ δ δ
= =

   
= = ⋅ = ⋅ ⋅ =   

   
∑ ∑ ,  
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( ) ( )
1

2 2
1 1

n

i k i k i k k i
k j jj j k

y u
Y y Y y y y

uy y

ι ι

ι δ δ=

 
∂ 
 ∂ = ∂ = = =
∂

∑
  

( )2 2
2 2

1 1k i i i
j j jy y

y y
δ δ δ= = = .  

Значит  

( )
C
j j jp p p

Y
x u
∂ ∂

= =
∂ ∂

 



.     (ВП_2)  

Равенства (ВП_1) и (ВП_2) показывают, что  

( )
C
J Jp p

Y
u
∂

=
∂





,      (ВП_3)  

для любых { }1,..., , 1,...,J n n∈ .  
Пусть в индуцированной окрестности точки p  тензорное поле T  имеет разло-

жение  
1

1... ... r

r

I I
I IT T du du= ⊗ ⊗ 

  ,  
где индексы 1I , …, rI  независимо друг от друга пробегают множество 

{ }1,..., , 1,...,n n . Тогда 
1 1... ,...,

r rI I I IT T
u u
∂ ∂ =  ∂ ∂ 

 

 

. В частности, в точке p  будем иметь  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 11

C C C C
... ,..., ,..., ,..., 0

r r rrI I I I I II Ip p p p pp p

T p T T Y Y T Y Y
u u

 ∂ ∂
= = = =  ∂ ∂ 

 

 



 

   



 

.  

Отсюда уже получим  
( ) 1

1... ... 0r

r

I I
I I p pp

T T p du du= ⊗ ⊗ =
 

 

   ,  

что завершает доказательство для точек ( ),p p a= , 0a ≠ . Пусть теперь ( ),p p a=  
такая точка, что 0a = . Построим последовательность ( )m m

a
∈

 векторов 0ma ≠ , 
сходящуюся к вектору 0a =  и рассмотрим последовательность точек ( ),m mp p a= . 

Понятно, что lim mm
p p

→+∞
=  . По доказанному 0

mp
T =



  для всех m∈ . Учитывая не-

прерывность тензорного поля, переходя в последнем равенстве к пределу при 
m →+∞ , получим 0

p
T =



 , что и требовалось показать.  

 
Следствие (достаточное условие равенства тензорных полей типа ( )0,r  на ка-

сательном расслоении). Если тензорные поля T  и P  из ( )0Tr MT  удовлетворяют 
равенству  

( ) ( )C C C C
1 1,..., ,...,r rT X X P X X=    

для произвольных векторных полей 1X , …, rX  на многообразии M , то T P=  .  
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Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к применению теоремы к тензорному полю 

T P−  .  
 
4. Вертикальные и полные лифты ковекторных полей 
 
Определение 6 (вертикального лифта ковекторного поля). Вертикальным 

лифтом ковекторного поля ω , заданного на многообразии M , называется такое 
ковекторное поле Vω  на касательном расслоении MT , которое определяется ра-
венством  

( ) ( )VV CX Xω ω=   
для любого векторного поля X  из ( )X M .  

 
Предложение 6 (свойства вертикального лифта ковекторного поля). (1) Пусть 

в координатной окрестности U  с системой координат ( )
1,

k

k n
u

=
 ковекторное поле 

ω  имеет компоненты ( )jω . Тогда в индуцированной координатной окрестности 

( )1 Uπ −  с индуцированной системой координат ( )
1,

,k k

k n
x y

=
 вертикальный лифт 

Vω  ковекторного поля ω , имеет компоненты ( ), 0jω  или ( )V , 0jω . В частности 

( )Vk kdu dx= .  
(2) Для произвольных ковекторных полей ω  и η  выполняется равенство  

( )V V Vω η ω η+ = + .  
(3) Для произвольных ковекторного поля ω  и гладкой функции g  выполняется 

равенство  
( )V V Vg gω ω= .  

(4) Для произвольных ковекторного поля ω  и векторного поля X  выполняется 
равенство  

( )V V 0Xω = .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть вертикальный лифт Vω  в индуцированной ко-
ординатной окрестности имеет разложение  

( ) ( )V V Vk k

k k
dx dyω ω ω= + .  

Согласно свойству (1) полного лифта векторного поля и свойству (3) полного 
лифта функций CX  в индуцированной координатной окрестности имеет разложе-
ние  

V
C V

i
i j

i j i
XX X y

x u y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

.  

Тогда  

( ) ( ) ( )
V

V C V V V
k

k j
jk k

XX X y
u

ω ω ω ∂
= +

∂
.  
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С другой стороны, из равенства ( ) k

kX Xω ω=  получим  

( ) ( )VV V Vk k
k kX X Xω ω ω= = .  

В таком случае, равенство ( ) ( )VV CX Xω ω=  в индуцированной координатной 
окрестности равносильно равенству  

( ) ( )
V

V V V V V
k

k j k
kjk k

XX y X
u

ω ω ω∂
+ =

∂
,  

которое, в свою очередь, равносильно равенству  

( )( ) ( )
V

V V V V 0
k

k j
k jk k

XX y
u

ω ω ω ∂
− + =

∂
.  

В индуцированной координатной окрестности рассмотрим ковекторное поле  
( )( ) ( )V V Vk k

kk k
dx dyω ω ω ω= − + .  

Тогда  

( ) ( )( ) ( )
V

C V V V V 0
k

k j
k jk k

XX X y
u

ω ω ω ω ∂
= − + =

∂
 .  

Применяя достаточное условие равенства нулю тензорного поля типа ( )0,r  на 
касательном расслоении, получим 0ω = , что влечет требуемое.  

(2) Для произвольного векторного поля X  из ( )X M  имеем  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )V VV V VCX X X X X Xω η ω η ω η ω η+ = + = + = + =   

( ) ( ) ( )( )V C V C V V CX X Xω η ω η= + = + .  

(3) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )V VV VC V V V Cg X g X g X g X g Xω ω ω ω ω= = = = =   

( )( )V V Cg Xω= .  

(4) ( )V V V V V V 0 0 0j j j
j jjX X X Xω ω ω ω= + = ⋅ + ⋅ = .  

 
Определение 7 (полного лифта ковекторного поля). Полным лифтом ковек-

торного поля ω , заданного на многообразии M , называется такое ковекторное 
поле Cω  на касательном расслоении MT , которое определяется равенством  

( ) ( )CC CX Xω ω=   
для любого векторного поля X  из ( )X M .  

 
Предложение 7 (свойства полного лифта ковекторного поля). (1) Пусть в ко-

ординатной окрестности U  с системой координат ( )
1,

k

k n
u

=
 ковекторное поле ω  

имеет компоненты ( )jω . Тогда в индуцированной координатной окрестности 

( )1 Uπ −  с индуцированной системой координат ( )
1,

,k k

k n
x y

=
 полный лифт Cω  ко-
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векторного поля ω , имеет компоненты ( ),j jω ω∂  или ( )C V,j jω ω . В частности 

( )Ck kdu dy= .  
(2) Для произвольных ковекторных полей ω  и η  выполняется равенство  

( )C C Cω η ω η+ = + .  
(3) Для произвольных ковекторного поля ω  и гладкой функции g  выполняется 

равенство  
( )C V C C Vg g gω ω ω= + .  

(4) Для произвольных ковекторного поля ω  и векторного поля X  выполняется 
равенство 

( ) ( )VC VX Xω ω= .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть вертикальный лифт Cω  в индуцированной ко-
ординатной окрестности имеет разложение  

( ) ( )C C Ck k

k k
dx dyω ω ω= + .  

Согласно свойству (1) полного лифта векторного поля и свойству (3) полного 
лифта функций CX  в индуцированной координатной окрестности имеет разложе-
ние  

V
C V

i
i j

i j i
XX X y

x u y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

.  

Тогда  

( ) ( ) ( )
V

C C C V C
k

k j
jk k

XX X y
u

ω ω ω ∂
= +

∂
.  

С другой стороны, из равенства ( ) k
kX Xω ω=  получим  

( ) ( )
V

CC C V V C C V V
k

k k k k j
k k k k k j

XX X X X X y
u

ω ω ω ω ω ω ∂
= = + = +

∂
.  

В таком случае, равенство ( ) ( )CC CX Xω ω=  в индуцированной координатной 
окрестности равносильно равенству  

( ) ( )
V V

C V C C V V
k k

k j k j
k kj jk k

X XX y X y
u u

ω ω ω ω∂ ∂
+ = +

∂ ∂
,  

которое, в свою очередь, равносильно равенству  

( )( ) ( )( )
V

C C V C V 0
k

k j
k k jk k

XX y
u

ω ω ω ω ∂
− + − =

∂
.  

В индуцированной координатной окрестности рассмотрим ковекторное поле  
( )( ) ( )( )C C C Vk k

k kk k
dx dyω ω ω ω ω= − + − .  

Тогда  

( ) ( )( ) ( )( )
V

C C C V C V 0
k

k j
k k jk k

XX X y
u

ω ω ω ω ω ∂
= − + − =

∂
 .  
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Применяя достаточное условие равенства нулю тензорного поля типа ( )0,r  на 

касательном расслоении, получим 0ω = , что влечет требуемое.  
(2) Для произвольного векторного поля X  из ( )X M  имеем  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )C CC C CCX X X X X Xω η ω η ω η ω η+ = + = + = + =   

( ) ( ) ( )( )C C C C C C CX X Xω η ω η= + = + .  

(3) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )C CC V CC C Vg X g X g X g X g Xω ω ω ω ω= = = + =   

( ) ( ) ( )( )C V C V C C C V V C Cg X g X g g Xω ω ω ω= + = + .  

(4) Поскольку ( ) k
kX Xω ω= , то  

( )C V C V C V V V V V0j j j j
j j j jjX X X X Xω ω ω ω ω ω= + = ∂ ⋅ + ⋅ = ⋅ =   

( ) ( )( )V Vj
j X Xω ω= ⋅ = .  

 
5. Вертикальные и полные лифты тензорных полей  
 
Теорема 3 (достаточное условие равенства нулю тензорного поля типа ( ),s r  на 

касательном расслоении). Пусть ( )Ts
rT M∈ T  тензорное поле типа ( ),s r  на MT . 

Если выполняется равенство  
( )C C C C

1 1,..., , ,..., 0r sT X X ω ω =   
для произвольных векторных полей 1X , …, rX  и ковекторных полей 1ω , …, sω  на 
многообразии M , то 0T = .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем точку ( ),p p a M= ∈T , k
k

p

a y
u
∂

=
∂

 

так, чтобы слоевые координаты ky  не были все равны нулю, то есть 0a ≠ . Тогда 

( )2

1
0

n
k

k
y y

=

= ≠∑ .  

Рассмотрим произвольную координатную окрестность U  точки p , которая за-
дает систему координат ( )

1,

i

i n
u

=
. Данную окрестность будем предполагать центри-

рованной в точке p , то есть ( ) 0iu p =  для всех индексов 1,i n= .  
Пусть U  индуцированная система координат, которая определяет индуциро-

ванную систему координат Iu , { }1,..., , 1,...,I n n∈ , причем i iu x=  и i iu y=  для всех 

индексов 1,i n= .  
Определим векторные поля ( )JY , { }1,..., , 1,...,J n n∈ , как это сделано в доказа-

тельстве достаточного условия равенства нулю тензорного поля типа ( )0,r  на ка-
сательном расслоении. Тогда имеют место равенства (ВП_1) – (ВП_3).  
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Теперь произвольно возьмем индекс 1,i n=  и определим ковекторное поле ( )iη  

равенством ( )i i
j jη δ=  в некоторой окрестности точки p  являющейся частью окре-

стности U , и ( ) 0i
jη =  вне U . В таком случае  

( )( ) ( ) ( )C 0 0
i

i i i jk k k
j k j kj

y y y
u
δ

η η η
∂

= ∂ = ∂ = = ⋅ =
∂

,  

( )( ) ( )Ci i i
j j

j
η η δ= = .  

Это показывает, что  
( )Ci i i

p pp
dy duη = =

 



 .      (ВП_4)  

Рассмотрим ковекторное поле ( )iη , которое определяется равенством 
( )

2
1

1 n
i i

j jy u
y

ι ι

ι

η δ
=

 
=  

 
∑  в некоторой окрестности точки p  являющейся частью окре-

стности U , и ( ) 0i
jη =  вне U . Тогда  

( ) ( )2 2 2
1 1

1 1 10 0 0
n n

i i i i
j j j jp

y u p y
y y y

ι ι ι

ι ι

η δ δ δ
= =

   
= = ⋅ = ⋅ ⋅ =   

   
∑ ∑ .  

Кроме того,  

( ) ( ) 1
2 2

1 1

n

i ik k i k k i
j k j j jk

y u
y y y y

uy y

ι ι

ιη η δ δ=

 
∂ 
 ∂ = ∂ = = =
∂

∑
  

( )2 2
2 2

1 1k i i i
j j jy y

y y
δ δ δ= = = .  

Следовательно  
( )Ci i i

p pp
dx duη = =

 



 .      (ВП_5)  

Равенства (ВП_4) и (ВП_5) можно объединить в одно равенство  
( )CI I

pp
duη =





 ,       (ВП_6)  

для любых { }1,..., , 1,...,I n n∈ .  
Пусть в индуцированной окрестности точки p  тензорное поле T  имеет разло-

жение  
1 1

1 1

...
... ... ...s r

r s

J J I I
I I JJT T du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

 

 

 

,  

где индексы 1I , …, rI , 1J , …, sJ  независимо друг от друга пробегают множество 

{ }1,..., , 1,...,n n . Тогда 1 1

1 1

...
... ,..., , ,...,s s

r r

J J JJ
I I I IT T du du

u u
∂ ∂ =  ∂ ∂ 

 

 

 

. В частности, в точке p  

будем иметь  
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( )1 1

1 1

...
... ,..., , ,...,s s

r r

J J JJ
I I I I p pp

p p

T p T du du
u u

 ∂ ∂
= =  ∂ ∂ 

 

 

 

  

 

  

( ) ( )
( ) ( )( )1

1

C C C C,..., , ,..., s

r

J J
I Ip p pp p

T Y Y η η= =


  

   

( ) ( )
( ) ( )( )1

1

C C C C,..., , ,..., 0s

r

J J
I I

p
T Y Y η η= =



 .  

Отсюда уже получим  

( )1 1

1 1

...
... ... ... 0s r

r s

J J I I
I I JJ p pp

p p

T T p du du
u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∂ ∂  

 

 

  

 

,  

что завершает доказательство для точек ( ),p p a= , 0a ≠ . Пусть теперь ( ),p p a=  
такая точка, что 0a = . Построим последовательность ( )m m

a
∈

 векторов 0ma ≠ , 
сходящуюся к вектору 0a =  и рассмотрим последовательность точек ( ),m mp p a= . 

Понятно, что lim mm
p p

→+∞
=  . По доказанному 0

mp
T =



  для всех m∈ . Учитывая не-

прерывность тензорного поля, переходя в последнем равенстве к пределу при 
m →+∞ , получим 0

p
T =



 , что и требовалось показать.  

 
Следствие 1 (достаточное условие равенства тензорных полей типа ( ),s r  на 

касательном расслоении). Если тензорные поля T  и P  из ( )Ts
r MT  удовлетворя-

ют равенству  
( ) ( )C C C C C C C C

1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sT X X P X Xω ω ω ω=    
для произвольных векторных полей 1X , …, rX  и ковекторных полей 1ω , …, sω  на 
многообразии M , то T P=  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к применению теоремы к тензорному полю 
T P−  .  

 
Следствие 2 (достаточное условие равенства нулю тензорного поля типа ( ),s r  

на касательном расслоении). Если тензорное поле T  из ( )Ts
r MT  удовлетворяют 

равенству  
( )C C

1 ,..., 0kT X X =   

для произвольных векторных полей 1X , …, kX , k l r+ = , то 0T = .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем векторные поля 1Y , …, lY  и ковек-

торные поля 1ω , …, sω  на многообразии M . Поскольку тензорное поле  

( ) ( )C C
1 ,..., Ts

k lT X X M∈ T   
равно нулю, то  

( )C C C C C C
1 1 1,..., , ,..., , ,..., 0k l sT X X Y Y ω ω = .  

Применяя теорему, получим требуемое.  
 



Рябчинский М.А. «ВЕРТИКАЛЬНЫЕ И ПОЛНЫЕ ЛИ…» 249 
 
Следствие 3 (достаточное условие равенства тензорных полей типа ( ),s r  на 

касательном расслоении). Если тензорные поля T  и P  из ( )Ts
r MT  удовлетворя-

ют равенству  
( ) ( )C C C C

1 1,..., ,...,k kT X X P X X=    
для произвольных векторных полей 1X , …, kX , k l r+ = , то T P=  .  

 
Определение 8 (вертикального лифта тензорного поля). Вертикальным лиф-

том тензорного поля ( )Ts
rT M∈  называется такое тензорное поле ( )V Ts

rT M∈ T
, которое определяется равенством  

( ) ( )VV C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sT X X T X Xω ω ω ω= ,  

для произвольных векторных полей 1X , …, rX  и ковекторных полей 1ω , …, sω  на 
многообразии M .  

 
З а м е ч а н и е . Для произвольных тензорного поля ( )Ts

rT M∈  и векторных по-
лей 1X , …, kX , k r≤ , выполняется равенство  

( ) ( )VV C C
1 1,..., ,...,k kT X X T X X= .  

Действительно, произвольно возьмем векторные поля 1kY + , …, rY , и ковектор-
ные поля 1ω , …, sω  на многообразии M . Очевидно ( ) ( )1,..., Ts

k r kT X X M−∈ . По 
определению полного лифта тензорного поля, получим 

( ) ( )V C C C C
1 1 1,..., ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+ =   

( )( )( )V
1 1 1,..., ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= =   

( )V
1 1 1,..., , ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= =   

( )V C C C C C C
1 1 1,..., , ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= =   

( )( )V C C C C C C
1 1 1,..., ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= .  

Применяя достаточное условие равенства тензорных полей типа ( ),s r  на каса-
тельном расслоении, приходим к требуемому равенству.  

 
Теорема 4 (свойства вертикального лифта тензорного поля). (1) Для произ-

вольных тензорных полей P  и Q  из ( )Ts
r M  выполняется равенство  

( )V V VP Q P Q+ = + .  
(2) Для произвольных тензорного поля P  из ( )Ts

r M  и функции ( )Ff M∈  вы-
полняется равенство  

( )V V Vf P f P⋅ = ⋅ .  
(3) Для произвольных тензорных полей ( )Ts

rP M∈  и ( )Tl
kQ M∈  выполняется 

равенство  
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( )V V VP Q P Q⊗ = ⊗ .  
(4) Для произвольного конечного семейства тензорных полей ( ) 1,i i m

P
=

 выполня-
ется равенство  

V
V

1 1

m m

i i
i i

P P
= =

  = 
 ⊗ ⊗ .  

(5) Если тензорное поле ( )Tr
sP M∈  имеет в координатной окрестности U  

разложение 1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

, то вертикальный лифт VP  

в индуцированной координатной окрестности имеет разложение  
1 1

1 1

...V V
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P dx dx

y y
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем векторные поля 1X , …, rX  и ко-
векторные поля 1ω , …, sω  на многообразии M .  

(1) Применяя свойство (1) вертикального лифта функций, получим 
( ) ( ) ( )( )VV C C C C

1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP Q X X P Q X Xω ω ω ω+ = + =   

( ) ( )( )V
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP X X Q X Xω ω ω ω= + =  

( ) ( )V V
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP X X Q X Xω ω ω ω= + =   

( ) ( )V C C C C V C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP X X Q X Xω ω ω ω= + =   

( )( )V V C C C C
1 1,..., , ,...,r sP Q X X ω ω= + .  

(2) Применяя свойство (2) вертикального лифта функций, будем иметь  
( ) ( ) ( )( )VV C C C C

1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω⋅ = ⋅ =   

( )( ) ( )V VV
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω= ⋅ = ⋅ =   

( ) ( )( )V V C C C C V V C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω= ⋅ = ⋅ .  

(3) Произвольно возьмем векторные поля 1X , …, rX , 1Y , …, kY  и ковекторные 
поля 1ω , …, sω , 1η , …, lη  на многообразии M . Еще раз используя свойство (2) 
вертикального лифта функций, находим  

( ) ( )V C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η⊗ =   

( )( )V
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η= ⊗ =   

( ) ( )( )V
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η= ⋅ =   

( ) ( )V V
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η= ⋅ =   

( ) ( )V C C C C V C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η= ⋅ =   

( )( )V V C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η= ⊗ .  

(4) Доказательство проводится применением метода математической индукции 
по числу m  множителей в тензорном произведении. При 2m =  это есть свойство 
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3. Пусть утверждение верно для 1m − , то есть 
V1 1

V

1 1

m m

i i
i i

P P
− −

= =

  = 
 ⊗ ⊗ . Применяя уже до-

казанное свойство 3, обнаруживаем  
V V V1 1 1

V V V V

1 1 1 1 1

m m m m m

i i m i m i m i
i i i i i

P P P P P P P P
− − −

= = = = =

     = ⊗ = ⊗ = ⊗ =     
     ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  

(5) Применяя свойства (1), (2), (3) и (4) вертикального лифта тензорного поля, 
свойство (1) вертикального лифта векторного и ковекторного поля, получим  

1 1

1 1

V
...V
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

V
... V
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ 

  

( ) ( )1 1

1 1

V V
VV... V

... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
∂ ∂   = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   ∂ ∂   

  

1 1

1 1

... V
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP dx dx

y y
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

 
Следствие 1 (действие вертикального лифта тензорного поля на векторные 

поля). Пусть тензорное поле ( )Tr
sP M∈  в карте ( ); kU u  имеет разложение 

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

, а векторные поля ( )XiX M∈ T , 1,i s=  в 

индуцированной карте ( )( )1 ; ,k kU x yπ −  имеют разложение k k
i i ik kX X X

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

   , 

1,i s= . Тогда действие ( )V
1,..., sP X X   вертикального лифта VP  на векторные по-

ля ( )XiX M∈ T , 1,i s=  имеет в индуцированной координатной окрестности раз-
ложение  

( ) 1 1

1 1

...V V
1 ... 1,..., ... ...sr

s r

ji i j
s j j s i iP X X P X X

y y
∂ ∂

= ⊗ ⊗
∂ ∂

    .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  получается сразу же из свойства (5) вертикального лифта 
тензорного поля.  

 
Следствие 2. Пусть на многообразии M  задано тензорное поле ( )Tr

sP M∈ , а 
на касательном расслоении MT  векторные поля iX , 1,i s= , среди которых есть, 
по крайней мере, одно вертикальное векторное поле. Тогда действие 

( )V
1,..., sP X X   вертикального лифта VP  на векторные поля iX , 1,i s=  равно нулю  

( )V
1,..., 0sP X X =  .  
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Д о к а з а т е л ь с т в о  получается сразу же из предыдущего следствия. Действи-

тельно, пусть kX , 1,k s=  вертикальное векторное поле. Произвольно возьмем кар-
ту ( ); kU u . Рассмотрим разложение  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

  

тензорного поля P  в этой координатной окрестности, и разложения векторных 

полей k k
i i ik kX X X

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

   , 1,i s=  в индуцированной карте ( )( )1 ; ,k kU x yπ − . Со-

гласно предыдущему следствию имеем разложение  

( ) 1 1

1 1

...V V
1 ... ... 1,..., ,..., ... ... ...k sr

k s r

j ji i j
k s j j j k s i iP X X X P X X X

y y
∂ ∂

= ⊗ ⊗
∂ ∂

      .  

Применяя критерий вертикальности векторного поля kX , получим 0j
kX =  для 

всех 1,j n= , откуда получается требуемое.  
 
Определение 9 (полного лифта тензорного поля). Вертикальным лифтом 

тензорного поля ( )Ts
rT M∈  называется такое тензорное поле ( )C Ts

rT M∈ T , ко-
торое определяется равенством  

( ) ( )CC C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sT X X T X Xω ω ω ω= ,  

для произвольных векторных полей 1X , …, rX  и ковекторных полей 1ω , …, sω  на 
многообразии M .  

 
З а м е ч а н и е . Для произвольных тензорного поля ( )Ts

rT M∈  и векторных по-
лей 1X , …, kX , k r≤ , выполняется равенство  

( ) ( )CC C C
1 1,..., ,...,k kT X X T X X= .  

Действительно, произвольно возьмем векторные поля 1kY + , …, rY , и ковектор-
ные поля 1ω , …, sω  на многообразии M . Очевидно ( ) ( )1,..., Ts

k r kT X X M−∈ . По 
определению полного лифта тензорного поля, получим 

( ) ( )C C C C C
1 1 1,..., ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+ =   

( )( )( )C
1 1 1,..., ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= =   

( )C
1 1 1,..., , ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= =   

( )C C C C C C C
1 1 1,..., , ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= =   

( )( )C C C C C C C
1 1 1,..., ,..., , ,...,k k r sT X X Y Y ω ω+= .  

Применяя достаточное условие равенства тензорных полей типа ( ),s r  на каса-
тельном расслоении, приходим к требуемому равенству.  
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Теорема 5 (свойства полного лифта тензорного поля). (1) Для произвольных 

тензорных полей P  и Q  из ( )Ts
r M  выполняется равенство  

( )C C CP Q P Q+ = + .  
(2) Для произвольных тензорного поля P  из ( )Ts

r M  и функции ( )Ff M∈  вы-
полняется равенство  

( )C C V V Cf P f P f P⋅ = ⋅ + ⋅ .  
(3) Для произвольных тензорных полей ( )Ts

rP M∈  и ( )Tl
kQ M∈  выполняется 

равенство  
( )C C V V CP Q P Q P Q⊗ = ⊗ + ⊗ .  

(4) Для произвольного конечного семейства тензорных полей ( ) 1,i i m
P

=
 выполня-

ется равенство  

( )C V C V
1 1

1
... ... ... ...

m

i m i m
i

P P P P P P
=

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ .  

(5) Если тензорное поле ( )Tr
sP M∈  имеет в координатной окрестности U  

разложение 1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

, то полный лифт CP  в инду-

цированной координатной окрестности имеет разложение  
1 1

1 1

...C
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P dx dx

y y
∂ ∂

= ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂

  

1 1

1 1

... ... V
...

1
... ... ...r s

s r

r
i i i jj
j j ii iP dx dx

y x y
α

α
α=

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V
... ...

1
... ... ... sr

s r

s
j ji i j

j j j i iP dx dy dx
y y

β

β
β =

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂∑ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем векторные поля 1X , …, rX  и ко-
векторные поля 1ω , …, sω  на многообразии M .  

(1) Применяя свойство (1) полного лифта функций, получим 
( ) ( ) ( )( )CC C C C C

1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP Q X X P Q X Xω ω ω ω+ = + =   

( ) ( )( )C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP X X Q X Xω ω ω ω= + =  

( ) ( )C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP X X Q X Xω ω ω ω= + =   

( ) ( )C C C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sP X X Q X Xω ω ω ω= + =   

( )( )C C C C C C
1 1,..., , ,...,r sP Q X X ω ω= + .  

(2) Применяя свойство (2) полного лифта функций, будем иметь  
( ) ( ) ( )( )CC C C C C

1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω⋅ = ⋅ =   

( )( )C
1 1,..., , ,...,r sf P X X ω ω= ⋅ =   

( ) ( )V CC V
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω= ⋅ + ⋅ =   
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( ) ( )C V C C C C V C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω= ⋅ + ⋅ =   

( )( ) ( )( )C V C C C C V C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s r sf P X X f P X Xω ω ω ω= ⋅ + ⋅ =  

( )( )C V V C C C C C
1 1,..., , ,...,r sf P f P X X ω ω= ⋅ + ⋅ .  

(3) Произвольно возьмем векторные поля 1X , …, rX , 1Y , …, kY  и ковекторные 
поля 1ω , …, sω , 1η , …, lη  на многообразии M . Еще раз используя свойство (2) 
полного лифта функций, находим  

( ) ( )C C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η⊗ =   

( )( )C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η= ⊗ =   

( ) ( )( )C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η= ⋅ =   

( ) ( )C V
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η= ⋅ +   

( ) ( )V C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η+ ⋅ =   

( ) ( )C C C C C V C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η= ⋅ +   

( ) ( )V C C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,r s k lP X X Q Y Yω ω η η+ ⋅ =   

( )( )C V C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η= ⊗ +   

( )( )V C C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q X X Y Yω ω η η+ ⊗ =   

( )( )C V V C C C C C C C C C
1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r s k lP Q P Q X X Y Yω ω η η= ⊗ + ⊗ .  

(4) Доказательство проводится применением метода математической индукции 
по числу m  множителей в тензорном произведении. При 2m =  это есть свойство 
3. Пусть утверждение верно для 1m − , то есть  

( )
1

C V C V
1 1 1 1

1
... ... ... ...

m

i m i m
i

P P P P P P
−

− −
=

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ .  

Применяя уже доказанное свойство 3 и свойство 3 вертикального лифта тен-
зорного поля, обнаруживаем  

( )C
1 1... ...i m mP P P P−⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

( ) ( )C VV C
1 1 1 1... ... ... ...i m m i m mP P P P P P P P− −= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

( )
1

V C V V V V V C
1 1 1 1

1
... ... ... ...

m

i m m i m m
i

P P P P P P P P
−

− −
=

 
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = 
 
∑   

1
V C V V V V V C

1 1 1 1
1

... ... ... ...
m

i m m i m m
i

P P P P P P P P
−

− −
=

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =∑   

V C V
1

1
... ...

m

i m
i

P P P
=

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∑ .  

(5) Применяя свойства (1), (2), (3) и (4) полного лифта тензорного поля, свой-
ство (1) полного лифта векторного и ковекторного поля, получим  
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1 1

1 1

C
...C
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

V
... C
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
∂ ∂ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ∂ ∂ 

  

1 1

1 1

C
... V
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
∂ ∂ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ∂ ∂ 

  

( ) ( )1 1

1 1

V V
VV...

... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP du du

u u
∂ ∂   = ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   ∂ ∂   

  

( ) ( )1 1

1 1

V C V
VV... ... V

...
1

... ... ...r s

s r

r
i i i jj
j j ii iP du du

u u u
α

α
α=

∂ ∂ ∂     + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +     ∂ ∂ ∂     
∑   

( ) ( ) ( )1 1

1 1

V V
C VV... V

... ...
1

... ... ... sr

s r

s
j ji i j

j j j i iP du du du
u u

β

β
β =

∂ ∂   + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   ∂ ∂   
∑   

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP dx dx

y y
∂ ∂

= ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂

  

1 1

1 1

... ... V
...

1
... ... ...r s

s r

r
i i i jj
j j ii iP dx dx

y x y
α

α
α=

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂∑   

1 1

1 1

... V
... ...

1
... ... ... sr

s r

s
j ji i j

j j j i iP dx dy dx
y y

β

β
β =

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂∑ .  

 
Следствие 1 (действие полного лифта тензорного поля на векторные поля). 

Пусть тензорное поле ( )Ts
rP M∈  в карте ( ); kU u  имеет разложение 

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

, а векторные поля ( )XiX M∈ T , 1,i s=  в 

индуцированной карте ( )( )1 ; ,k kU x yπ −  имеют разложение k k
i i ik kX X X

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

   , 

1,i s= . Тогда действие ( )C
1,..., sP X X   полного лифта СP  на векторные поля 

( )XiX M∈ T , 1,i s=  имеет в индуцированной координатной окрестности разло-
жение  

( ) 1 1 1 1

1 1 1

... ...C V
1 ... 1 ... ... 1

1
,..., ... ... ... ...s sr r

s s r

s
jj ji i j i i j

s j j s j j j s i iP X X P X X P X X X
y y

β

β β
β =

  ∂ ∂
= ∂ + ⊗ ⊗ +  ∂ ∂ 

∑         

1 1

1 1

... ... V
... 1

1
... ... ...r s

s r

r
i i i jj
j j s ii iP X X

y x y
α

α
α=

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂∑   .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  получается сразу же из свойства (5) полного лифта тен-
зорного поля.  
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Следствие 2. Пусть на многообразии M  задано тензорное поле ( )Ts

rP M∈ , а 
на касательном расслоении MT  заданы векторные поля iX , 1,i s= , среди кото-
рых есть одно вертикальное векторное поле kX . Тогда  

( ) 1 1

1 1

...C V
1 ... ... 1,..., ... ... ...k sr

k s r

j ji i j
s j j j k s i iP X X P X X X

y y
∂ ∂

= ⊗ ⊗
∂ ∂

     .  

Если же среди векторных полей iX , 1,i s=  больше одного вертикального век-
торного поля, то  

( )C
1,..., 0sP X X =  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  получается сразу же из предыдущего следствия. Действи-
тельно, произвольно возьмем карту ( ); kU u . Пусть тензорное поле P  в этой коор-
динатной окрестности имеет разложение  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

,  

а в индуцированной карте ( )( )1 ; ,k kU x yπ −  векторные поля iX , 1,i s=  имеют раз-

ложения k k
i i ik kX X X

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

   , 1,i s= . Согласно предыдущему следствию имеем  

( ) 1 1 1 1

1 1 1

... ...C V
1 ... 1 ... ... 1

1
,..., ... ... ... ...s sr r

s s r

s
jj ji i j i i j

s j j s j j j s i iP X X P X X P X X X
y y

β

β β
β =

  ∂ ∂
= ∂ + ⊗ ⊗ +  ∂ ∂ 

∑         

1 1

1 1

... ... V
... 1

1
... ... ...r s

s r

r
i i i jj
j j s ii iP X X

y x y
α

α
α=

∂ ∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂∑   .  

Применяя критерий вертикальности для векторного поля kX , получим 0j
kX =  

для всех 1,j n= , что влечет равенства  
1 1

1

...
... 1 ... ... 0k sr

s

j ji i j
j j k sP X X X∂ =   ,  

1 1

1

... V
... ... 1 ... ... ... 0k sr

s

j j ji i j
j j j k sP X X X Xβ

β β =     при kβ ≠ ,  
1 1

1

... ... V
... 1 ... ... 0r k s

s

i i i j jj
j j k sP X X Xα =     

для всех 1,kj n= . Отсюда уже следует равенство  

( ) 1 1

1 1

...C V
1 ... ... 1,..., ... ... ...k sr

k s r

j ji i j
s j j j k s i iP X X P X X X

y y
∂ ∂

= ⊗ ⊗
∂ ∂

     .  

Если же есть еще одно вертикальное векторное поле lX , l k≠ , то согласно 
критерию вертикальности векторного поля, 0j

lX =  для всех 1,j n= . Отсюда уже 
получим 1 1

1

... V
... ... 1 ... ... ... 0k l sr

k s

j j ji i j
j j j k l sP X X X X =    , что влечет второе утверждение следствия.  

 
Если δ  единичный аффинор на многообразии M , то полный лифт Cδ  являет-

ся единичным аффинором на касательном расслоении MT .  
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Пусть δ  единичный аффинор на касательном расслоении MT . Произвольно 

возьмем векторное поле ( )XX M∈ . Тогда применяя замечание к определению 
полного лифта тензорного поля, получим  

( ) ( ) ( )CC C C CX X X Xδ δ δ= = =  .  
Применяя достаточное условие равенства тензорных полей типа ( ),s r  на каса-

тельном расслоении, получим равенство  
Cδ δ=  .  

 
Предложение 8. Произвольно возьмем тензорное поле ( )Ts

rP M∈  и переста-
новку Srσ ∈ . Тогда  

(1) 
V
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Аннотация. Развитие военной техники является определяющим элементом 

безопасности государства. В работе рассмотрены ключевые аспекты разработки 
безэкипажных надводных кораблей и катеров зарубежных стран, их сильные и 
слабые стороны как современного вида морского вооружения. 

Ключевые слова: безэкипажные надводные корабли, катера, стратегиче-
ский баланс. 

 
Введение: В настоящее время в ВМС зарубежных стран для решения про-

тивоминных, разведывательных задач и патрулирования морских и прибрежных 
акваторий создан целый ряд безэкипажных надводных кораблей и катеров 
(БНКК). Их применение в операциях по долговременному патрулированию в 
опасных районах, где человеческий фактор играет важную роль, а также сравни-
тельно низкая стоимость БНКК вызывают все больший интерес к ним во всем ми-
ре.  

Оснащение таких кораблей и катеров средствами освещения обстановки, 
радио и радиотехнической разведки, радиоэлектронного подавления, связи и об-
мена данными, противолодочным и противоминным вооружением, то есть всем 
тем, чем располагают современные НК, но не требующим помещений и систем 
жизнеобеспечения для экипажа, менее затратных при боевом применении, экс-
плуатации и ремонте. Успех в современной войне на море во многом зависит от 
применения БНКК, так как позволяет выйти за границы оборонительных и удар-
ных возможностей кораблей с экипажами в сложных условиях быстро меняющей-
ся целевой, помеховой и погодной обстановки [1].  

Общей чертой современных ВМС зарубежных стран становится наличие в 
их составе БНКК. Автономность таких кораблей и катеров повышается вместе с 
совершенствованием технологий искусственного интеллекта, на основе которых 
создаются бортовые системы управления, позволяющие им успешно выполнять 
все более сложные задачи уже в ближайшем будущем.  

В настоящее время, согласно принятой за рубежом классификации БНКК 
по размерам (длине) и, соответственно, водоизмещению, они подразделяются на 
пять основных классов: 
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– большие безэкипажные надводные корабли (ББНК) длиной более 50 м и 
водоизмещением свыше 500 т (LUSV – Large Unmanned Surface Vehicle); 

– средние безэкипажные надводные корабли (СБНК) длиной от 12 до 50 м 
и водоизмещением 10–500 т (MUSV –Medium Unmanned Surface Vehicle); 

– малые безэкипажные корабли и катера (МБНКК) длиной от 7 до 12 м и 
водоизмещением 1–10 т (SUSV – Small Unmanned Surface Vehicle); 

– сверхмалые безэкипажные катера (СМБК) длиной до 7 м и водоизмеще-
ни-м до 1 т (VSUSV – Very Small Unmanned Surface Vehicle); 

– глайдеры (ГЛ) – безэкипажные надводные аппараты с незначительным 
водозмещением и возобновляемыми источниками энергии (ВИЭ) [2]. 

Основная цель разработки и создания БНКК – снижение рисков для экипа-
жей надводных кораблей и судов в зоне боевых действий. Однако это не означает, 
что в будущем они займут место боевых кораблей в составе ВМС зарубежных 
стран. Но в то же время, возможно, станут одним из компонентов стратегического 
баланса в морском вооружении и военной технике, позволив снизить потери лич-
ного состава и высвободить людские, материально-технические и финансовые ре-
сурсы для решения других приоритетных задач ведения боевых действий на оке-
анских, морских и прибрежных театрах военных действий. 

Более 50 государственных и частных компаний в 20 странах ведут научно-
исследовательские, опытно-конструкторские и технологические работы по разра-
ботке и созданию БНКК. В этой деятельности участвуют университеты и научные 
центры, конструкторские бюро компаний военно-промышленного комплекса раз-
личного профиля, а также ВМС зарубежных стран.  

Многолетняя кооперация в разработке, создании опытных образцов, стен-
довых и полигонных испытаниях БНКК позволила, особенно в последние 5–6 лет, 
перейти к программам производства и приобретения данной морской техники. 
Большинство этих программ предусматривает создание МБНКК и СМБК. Их ос-
новная направленность не связана с вооруженной борьбой, но заключается в веде-
нии разведки, наблюдении, освещении обстановки, а также проведении противо-
минных операций.  

К основным достоинствам БНКК относятся: 
– малые линейные размеры и, соответственно, низкая заметность по срав-

нению с боевыми кораблями при одинаковом составе вооружения; 
– более высокий уровень укомплектованности вооружением на единицу 

полезного объема, чем у кораблей с экипажем (при одинаковых линейных разме-
рах); 

– более низкие стоимость постройки и эксплуатационные расходы;  
– способность действовать при проведении морских операций удаленно и 

долговременно под дистанционным или автономным управлением. 
Большинство существующих БНКК имеют длину корпуса менее 14 м, что 

обеспечивает их малую радиолокационную, оптическую, инфракрасную, акусти-
ческую и электромагнитную сигнатуру. Состав их вооружения, технических сис-
тем и устройств при отсутствии экипажа может соответствовать вооружению ко-
раблей одного с ними водоизмещения, а то и превосходить его. Такое вооружение 
может включать: буксируемую гидроакустическую станцию, РЛС, оптико-
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электронные средства, оружие, беспилотные летательные аппараты (БПЛА), дис-
танционно управляемые или автономные подводные аппараты.  

Низкие затраты на производство и эксплуатацию БНКК делают их еще бо-
лее привлекательными в качестве альтернативы надводным кораблям, а возмож-
ность адаптации их конструкции к большинству решаемых задач – эффективным 
инструментом повышения морской мощи. Кроме того, отмечается сравнительно 
большая автономность этих кораблей и катеров, поскольку нет экипажа. Значи-
тельные запасы топлива, накопители с возобновляемыми источниками энергии и 
высокий уровень автономии позволяют использовать БНКК в более длительных и 
непрерывных операциях, что отличает их, обеспечивая значительное преимущест-
во перед сопоставимыми по размерам кораблями и судами, имеющими экипажи, а 
также автономными необитаемыми подводными аппаратами (АНПА) и БПЛА. 
При ведении наблюдения и разведки, длительное нахождение БНКК, оснащенных 
средствами радиолокационного, гидроакустического и оптоэлектронного наблю-
дения и средствами РРТР, в зоне боевых действий делает их эффективным средст-
вом для освещения воздушной, надводной и подводной обстановки и сбора дан-
ных о противнике.  

Вместе с тем в ближайшем будущем в ВМС зарубежных стран не планиру-
ется замена кораблей и судов с экипажами БНКК. Однако они позволят снизить 
риск для личного состава и перераспределить различные ресурсы для решения 
приоритетных задач. Зарубежные специалисты считают, что участие этих кораб-
лей и катеров наиболее целесообразно в долговременных операциях, где требуется 
высокая физическая выносливость операторов боевых и технических систем, а 
также в случае высокого риска их ранений, смерти или захвата противником. В то 
же время БНКК имеют ряд недостатков: 

– ограниченный диапазон электро-магнитного спектра бортовых средств 
обмена данными и их малая дальность действия; – сложность организационной и 
технической интеграции в существующий боевой состав ВМС; 

– ограниченная мореходность (до 5 баллов); 
– высокий риск столкновения с другими кораблями и судами при автоном-

ном управлении. 
Связь с БНКК будет, вероятно, поддерживаться в пределах радиогоризонта 

в УКВ-диапазоне или через спутниковые системы связи. Считается, что это наи-
более безопасные и надежные виды связи с точки зрения помехозащищенности  
перехвата управления, но полностью не исключающие их. 

 Обеспечение навигации дистанционно управляемых БНКК может осуще-
ствляться в пределах прямой видимости или через оптические приборы непосред-
ственно оператором, автономно с применением космических радионавигационных 
систем (КРНС) и/или автоматизированных систем идентификации через предва-
рительно разработанные цифровые диаграммы и/или маршруты движения через 
контрольные точки. 

 Навигация этих кораблей и катеров с применением автоматизированных 
систем идентификации подвержена риску радиоэлектронного подавления либо 
внесения дезинформации, что создает значительные риски в ходе проведения опе-
раций и безопасности кораблевождения. Зарубежные специалисты считают, что 
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навигация БНКК должна обеспечиваться собственными средствами в режиме ог-
раниченных контактов с окружающей радиоэлектронной обстановкой.  

Имеющиеся проблемы загоризонтной передачи команд управления и обес-
печения навигации БНКК могут быть решены за счет размещения на их борту 
средств связи, выполняющих обмен данными непосредственно с пунктом или ко-
раблем управления, исключая таким образом сложную коммуникационную архи-
тектуру.  

Существуют также проблемы, связанные с принятием и интеграцией БНКК 
в структуру ВМС зарубежных стран. Решение этих задач зависит не только от об-
ладания или приобретения технологии проектирования и строительства, но и от 
организационной структуры флота, преобладающей культуры производства, экс-
плуатационных парадигм и тактики приобретения.  

Дистанционно управляемые или автономные МБНКК уже применяются 
для решения задач визуального осмотра судов и других плавсредств, сооружений 
гаваней и портов, освещения обстановки в акватории и контроля проводимых там 
операций. Существующие и разрабатываемые МБНКК не представляют серьезной 
угрозы мореплаванию и навигации обычных кораблей и судов в районе портов и 
береговой линии, однако создают определенные риски судоходству в открытом 
море из-за отсутствия полной автономности.  

Необходимость стабилизации некоторых антенных устройств и оптико-
электронных средств освещения обстановки в условиях волнения моря является 
еще одним препятствием к применению БНКК в открытом море. Большинство из 
них ограничено в дистанционном управлении и передаче данных при волнении 
моря 4–5 баллов. 

 К задачам, которые призваны решать БНКК, относятся: 
 – разведка в инфракрасном, радио- и радиолокационном, видимом диапа-

зонах, а также радиоэлектронное подавление РЭС противника; 
 – освещение обстановки и наблюдение в ходе патрулирования для обеспе-

чения ситуационной осведомленности в океанских, морских и прибрежных рай-
онах, гаванях; мониторинг гидрографической и экологической обстановки; пере-
дача данных о возникающих препятствиях мореходству и их картографирование;  

– проведение противоминных операций, включающих обнаружение мор-
ских мин, их траление и уничтожение;  

– размещение на борту АНПА и БПЛА и применение их в качестве 
ретрансляторов связи;  

– противолодочные операции, в ходе которых формируются противоло-
дочные рубежи, в том числе борьба со сверхмалыми подводными лодками и не-
обитаемыми подводными аппаратами противника;  

– борьба с надводными целями путем перехвата кораблей и судов против-
ника, сопровождения и маскирования собственных надводных средств, имитация 
надводных целей, массированные удары в составе группы, доставка грузов, а так-
же обеспечение операций сил специального назначения; 

 – охрана и защита границ, акваторий портов и гаваней, кораблей и судов, 
проведение поисково-спасательных операций.  
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Мониторинг мелководных районов территориальных и внутренних вод 
обычными гидрографическими судами сложен и опасен из-за высокого риска по-
садки на мель. Применение малых и сверхмалых БНКК значительно снижает су-
ществующий риск. 

Большинство ББНК и СБНК проектируются с учетом размещения на них мо-
дульной полезной нагрузки для решения широкого спектра задач в автономном 
режиме. Оснащенные средствами поражения, поиска и наблюдения маломерных 
катеров, средств доставки боевых пловцов и АНПА различного назначения, БНКК 
могут входить в состав сил и средств противодиверсионной обороны ВМБ, портов 
и мест базирования кораблей и подводных лодок. 
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Аннотация. В работе рассматривается аффинная связность как отображение 

декартового квадрата модуля векторных полей в него. Определятся ковариантная 
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для разложимых и произвольных тензорных полей. Изучаются свойства ковари-
антной производной. Вводится в рассмотрение ковариантный дифференциал тен-
зорного поля. Изучаются его свойства.  

Ключевые слова: тензорное поле, тензорное произведение, свертывание, аф-
финная связность, ковариантная производная, ковариантный дифференциал  

 
Введение: Понятие параллельности, которым мы широко пользуемся в евкли-

довом пространстве для изучения производной, обобщается в аффинную связ-
ность на многообразии. С помощью аффинной связности определяются парал-
лельные поля вдоль кривой, а ковариантная производная как предел разностного 
отношения.  

Определение аффинной связности и ковариантной производной взято из [1]. 
Свойства ковариантной производной из [2] и [3]. Рассмотрение ковариантного 
дифференциалы ведется в стиле [2]. Свойства некоторых объектов дополнены. 
Построения и доказательства детализированы.  

 
1. Аффинная связность  
 
Напомним, что аффинной связностью на многообразии M  называется такое 

отображение ( ), XX Y Y→∇  из ( ) ( )X XM M×  в ( )X M , которое удовлетворяет 
условиям  

(АС_1) для произвольных векторных полей 1X , 2X  и Y  на M   

1 2 1 2X X X XY Y Y+∇ = ∇ +∇ ;  
(АС_2) для произвольных векторных полей X , Y , и гладкой функции f  на M   

fX XY f Y∇ = ∇ ;  
(АС_3) для произвольных векторных полей X , 1Y  и 2Y  на M   

( )1 2 1 2X X XY Y Y Y∇ + =∇ +∇ ;  
(АС_4) для произвольных векторных полей X , , и гладкой функции f  на   

( )X XfY Xf Y f Y∇ = + ∇ .  
Y M



264 Тодорова Д.А. «АФФИНОСВЯЗНЫЕ ПРОСТРАНСТВА» 
 
 
Компонентами аффинной связности ∇  в карте ( ); iU u  называются функции 

k
j iΓ , определенные в координатной окрестности U  и удовлетворяющие равенст-

вам  

j

k
j ii k

u u u∂
∂

∂ ∂
∇ = Γ

∂ ∂
.      (AC2)  

Пусть векторные поля X  и Y  в карте ( ); iU u  имеют разложение j
jX X

u
∂

=
∂

 и 

i
iY Y

u
∂

=
∂

. Тогда  

j
j j j

j j i
X iX

u u u

Y Y X Y X Y
u∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

∂ ∇ =∇ = ∇ = ∇ = ∂ 
  

j

k
j i i j i k

j ij i i j k k
u

YX Y Y X Y
u u u u u u∂

∂

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + ∇ = + Γ =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
  

k
j k i

j ij k
YX Y
u u

 ∂ ∂
= + Γ ∂ ∂ 

.  

Таким образом, приходим к равенству  
k

j k i
X j ij k

YY X Y
u u

 ∂ ∂
∇ = + Γ ∂ ∂ 

,  

которое часто записывают в виде  
j k

X j kY X Y
u
∂

∇ = ∇
∂

,  

где  
k

k k i
j j ij

YY Y
u

∂
∇ = + Γ

∂
.      (AC3)  

Очевидно  

j

k k
j jk k

u

Y Y Y
u u

α
αδ∂

∂

∂ ∂
∇ = ∇ =∇

∂ ∂
,  

то есть k
jY∇  это компоненты векторного поля 

ju

Y∂
∂

∇ .  

 
2. Ковариантная производная  
 
Для произвольного векторного поля X  на M , отображение 

( ) ( ):X XX M M∇ →  определяемое правилом: XY Y→∇  для любого векторного 
поля ( )XY M∈ , называется ковариантной производной векторного поля.  
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Ковариантная производная X∇  распространяется на множество ( )F M  гладких 

функций на M , равенством X f Xf∇ = . При этом свойства (АС1) – (АС4) остаются 
в силе.  

Теперь распространим отображение X∇  на модуль ( )*X M  ковекторных полей 
на M .  

Для произвольного ковекторного поля ( )*X Mω∈ , ковекторное поле Xω∇ , 
определяемое равенством  

( )( ) ( )( ) ( )X XY X Y Yω ω ω∇ = − ∇      (AC4)  
для любого векторного поля Y  на M , называется ковариантной производной ко-
векторного поля ω .  

 
Предложение 1 (свойства ковариантной производной ковекторного поля).  
(1) Для произвольных ковекторных полей ( )*, X Mω η∈  и векторного поля X  

выполняется равенство  
( )X X Xω η ω η∇ + =∇ +∇ ;  

(2) Для произвольных ковекторного поля ( )*X Mω∈  и векторных полей 1X  и 

2X  выполняется равенство  

1 2 1 2X X X Xω ω ω+∇ =∇ +∇ ;  
(3) Для произвольных ковекторного поля ( )*X Mω∈ , векторного поля X  и 

гладкой функции f , выполняется равенство  
fX Xfω ω∇ = ∇ ;  

(4) Для произвольных ковекторного поля ( )*X Mω∈ , векторного поля X  и 
гладкой функции f , выполняется равенство  

( ) ( )X Xf Xf fω ω ω∇ = + ∇ .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Действительно, для произвольных ковекторных полей 

( )*, X Mω η∈  и векторного поля X , произвольного векторного поля Y  на M  име-
ем  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )X XY X Y Yω η ω η ω η∇ + = + − + ∇ =   

( ) ( )( ) ( ) ( )X XX Y Y Y Yω η ω η= + − ∇ − ∇ =   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )X XX Y X Y Y Yω η ω η= + − ∇ − ∇ =   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )X XX Y Y X Y Yω ω η η= − ∇ + − ∇ =   
( ) ( ) ( )( )X X X XY Y Yω η ω η=∇ +∇ = ∇ +∇ ,  

(2) Действительно, для произвольных ковекторного поля ( )*X Mω∈  и вектор-
ных полей 1X  и 2X , произвольного векторного поля Y  на M  имеем  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 21 2X X X XY X X Y Yω ω ω+ +∇ = + − ∇ =   

( )( ) ( )( ) ( )1 21 2 X XX Y X Y Y Yω ω ω= + − ∇ +∇ =   
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 21 2 X XX Y X Y Y Yω ω ω ω= + − ∇ − ∇ =   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 21 2X XX Y Y X Y Yω ω ω ω= − ∇ + − ∇ =   

( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2X X X XY Y Yω ω ω ω=∇ +∇ = ∇ +∇ ,  

(3) Действительно, для произвольных ковекторного поля ( )*X Mω∈ , вектор-
ного поля X , гладкой функции f , произвольного векторного поля Y  на M  име-
ем  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )fX fX XY fX Y Y fX Y f Yω ω ω ω ω∇ = − ∇ = − ∇ =   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )X XfX Y f Y f X Y Yω ω ω ω= − ∇ = − ∇ =   

( )( ) ( )( )X Xf Y f Yω ω= ∇ = ∇ ,  
(4) Действительно, для произвольных ковекторного поля ( )*X Mω∈ , вектор-

ного поля X , гладкой функции f , произвольного векторного поля Y  на M  име-
ем  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )X X Xf Y X f Y f Y X f Y f Yω ω ω ω ω∇ = − ∇ = − ∇ =   

( ) ( ) ( )( ) ( )XXf Y fX Y f Yω ω ω= + − ∇ =   

( )( )( ) ( )( ) ( )( )XXf Y f X Y Yω ω ω= + − ∇ =   

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )X XXf Y f Y Xf f Yω ω ω ω= + ∇ = + ∇ ,  
что и требовалось доказать.  

 
Пусть в карте ( ); iU u  аффинная связность ∇  имеет компоненты k

j iΓ . Тогда  
 

j j

i i i
k j k k

u u

du du du
u u u u∂ ∂

∂ ∂

   ∂ ∂  ∂  ∂   ∇ = − ∇ =          ∂ ∂ ∂ ∂       
  

j

i i
i i l l ik k

j k j kj k j l l
u

du du du
u u u u u
δ δ

∂
∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − ∇ = − Γ = −Γ =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
  

l i i i l i l
j k l j k j l k j l kdu

u
δ δ ∂ = −Γ = −Γ = −Γ = −Γ  ∂ 

.  

Отсюда уже приходим к равенству  

j

i i l
j l

u

du du∂
∂

∇ = −Γ .      (AC5)  

 
Теперь распространим отображение X∇  на модуль ( )Tr

s M  тензорных полей 
типа ( ),r s  на M . Для произвольного разложимого тензорного поля ( )Tr

sP M∈   
1

1
... ... s

r

jj
i iP fY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

определим тензорное поле ( )Tr
X sP M∇ ∈  правилом  
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1

1
... ... s

r

jj
X i iP Xf Y Y ω ω∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i i X if Y Y fY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfY Y fY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ .  

 
Произвольное тензорное поле ( )Tr

sP M∈  представляет собой сумму ( )i
i

P P=∑  

конечного семейства ( )( )i i
P  разложимых тензоров ( ) ( )Tr

siP M∈ . Определим тен-

зорное поле ( )Tr
X sP M∇ ∈  правилом ( )X X i

i
P P∇ = ∇∑  и назовем ковариантной 

производной тензорного поля P .  
 
Предложение 2 (свойства ковариантной производной тензорного поля).  
(1) Для произвольных тензорных полей ( ), Tr

sP Q M∈  и векторного поля X  вы-
полняется равенство  

( )X X XP Q P Q∇ + =∇ +∇ ;  
(2) Для произвольных тензорного поля ( )Tr

sP M∈  и векторных полей 1X  и 2X  
выполняется равенство  

1 2 1 2X X X XP P P+∇ = ∇ +∇ ;  
(3) Для произвольных тензорного поля ( )Tr

sP M∈ , векторного поля X  и глад-
кой функции f , выполняется равенство  

fX XP f P∇ = ∇ ;  
(4) Для произвольных тензорного поля ( )Tr

sP M∈ , векторного поля X  и глад-
кой функции f , выполняется равенство  

( ) ( )X XfP Xf P f P∇ = + ∇ .  
(5) Для произвольных тензорного поля ( )Tr

sP M∈ , свертывания p -го контра-
вариантного индекса (1 p r≤ ≤ ) с q -ым ковариантным индексом (1 q s≤ ≤ ) и век-
торного поля X , выполняется равенство  

( ) ( )( )p p
q X X qc P c P∇ =∇ .  

(6) Для произвольных тензорных полей ( )Tr
sP M∈ , ( )T p

qQ M∈  и векторного 
поля X  выполняется равенство  

( )X X XP Q P Q P Q∇ ⊗ =∇ ⊗ + ⊗∇ .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Действительно, для произвольных тензорных полей 

( ), Tr
sP Q M∈  имеем ( )i

i
P P=∑  и ( )i

i
Q Q=∑ , где ( ) ( ) ( ), Tr

si iP Q M∈  разложимые 

тензоры. Тогда  

( ) ( )( )i i
i

P Q P Q+ = +∑   

и по определению ковариантной производной  
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )X X X X X X Xi i i i
i i i

P Q P Q P Q P Q∇ + = ∇ +∇ = ∇ + ∇ =∇ +∇∑ ∑ ∑ .  

(2) Применяя соответствующее свойство для ковариантной производной от 
векторного и ковекторного поля, получим для разложимого тензорного поля 

( )Tr
sP M∈ , 1

1
... ... s

r

jj
i iP fY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  равенство  

( ) 1

1 2 11 2 ... ... s

r

jj
X X i iP X X f Y Y ω ω+∇ = + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1 2 1
... ... ...s

r

jj
X X i if Y Y ω ω++ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1 1 2
... ... s

r

jj
i X X ifY Y ω ω++ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +  

1

1 1 2
... ... ...s

r

jj
i i X XfY Y ω ω++ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1

1 1 2
... ... s

r

jj
i i X XfY Y ω ω++ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) 1

11 2 ... ... s

r

jj
i iX f X f Y Y ω ω= + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) 1

1 1 2 1
... ... ...s

r

jj
X i X i if Y Y Y ω ω+ ∇ +∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 1

1 1 2
... ... s

r r

jj
i X i X ifY Y Y ω ω+ ⊗ ⊗ ∇ +∇ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( )1 1

1 1 2
... ... ...s

r

jj j
i i X XfY Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ∇ +∇ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1 1 2
... ... s s

r

j jj
i i X XfY Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∇ +∇ =   

1 1

1 11 2... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i i iX fY Y X fY Yω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1 2 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i X i if Y Y f Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1 1

1 1 1 2
... ... ... ...s s

r r

j jj j
i X i i X ifY Y fY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +  

1 1

1 1 1 2
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfY Y fY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1 1

1 1 1 2
... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfY Y fY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

1

11 ... ... s

r

jj
i iX fY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

1

1 1
... ... ...s

r

jj
X i if Y Y ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1 1
... ... s

r

jj
i X ifY Y ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1 1
... ... ...s

r

jj
i i XfY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1

1 1
... ... s

r

jj
i i XfY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ +   

1

12 ... ... s

r

jj
i iX fY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

2 1
... ... ...s

r

jj
X i if Y Y ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1 2
... ... s

r

jj
i X ifY Y ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1 2
... ... ...s

r

jj
i i XfY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1

1 2
... ... s

r

jj
i i XfY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =  

1 2X XP P=∇ +∇ .  
Учитывая это, для произвольного тензорного поля ( )i

i
P P=∑  получим  
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( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2X X X X X X X Xi i i
i i i

P P P P P P+ +∇ = ∇ = ∇ + ∇ =∇ +∇∑ ∑ ∑ .  

(3) Применяя соответствующее свойство для ковариантной производной от 
векторного и ковекторного поля, получим для разложимого тензорного поля 

( )Tr
sP M∈ , 1

1
... ... s

r

jj
i iP gY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  равенство 

( ) 1

1
... ... s

r

jj
fX i iP fX gY Y ω ω∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
fX i i i fX ig Y Y gY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i fX i i fXgY Y gY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =  

1

1
... ... s

r

jj
i ifXgY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i i X ifg Y Y fgY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfgY Y fgY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =  

( 1

1
... ... s

r

jj
i if XgY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i i X ig Y Y gY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

)1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XgY Y gY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =  

Xf P= ∇ .  
Учитывая это, для произвольного тензорного поля ( )i

i
P P=∑  получим  

( ) ( ) ( )fX fX X X Xi i i
i i i

P P f P f P f P∇ = ∇ = ∇ = ∇ = ∇∑ ∑ ∑ .  

(4) Применяя соответствующее свойство для ковариантной производной от 
векторного и ковекторного поля, получим для разложимого тензорного поля 

( )Tr
sP M∈ , 1

1
... ... s

r

jj
i iP gY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  равенство  

( ) ( ) 1

1
... ... s

r

jj
X i ifP X fg Y Y ω ω∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i i X ifg Y Y fgY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfgY Y fgY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) 1

1
... ... s

r

jj
i iXfg fXg Y Y ω ω= + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i i X ifg Y Y fgY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfgY Y fgY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

1 1

1 1
... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i i iXfgY Y fXgY Yω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
X i i i X ifg Y Y fgY Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...s s

r r

j jj j
i i X i i XfgY Y fgY Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) XXf P f P= + ∇   
(5) Для произвольного разложимого тензорного поля ( )Tr

sP M∈   
1

1
... ... ... ...q s

p r

j jj
i i iP gY Y Y ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

по определению свертывания  
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( ) ( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jjp
q i i i ic P g Y Y Y Yω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  

по определению ковариантной производной разложимого тензора  
1

1
... ... ... ...q s

p r

j jj
X i i iP XgY Y Y ω ω ω∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
X i i ig Y Y Y ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
i X i igY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... ... ...q s

p r

j jj
i i X igY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
i i i XgY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
i i i XgY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... ... ...q s

p r

j jj
i i i XgY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ .  

По определению ковариантной производной от ковекторного поля  

( )( ) ( ) ( )q q q

p p p

j j j
i X i X iX Y Y Yω ω ω= ∇ +∇ .  

По определению ковариантной производной от разложимого тензорного поля, 
получим  

( )( ) ( )( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jjp
X q i i i ic P X g Y Y Y Yω ω ω ω∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i X i i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i X ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) ( )( )( ) 

1

1
... ... ... ...q q q s

p p p r

j j j jj
i i i i iXg Y gX Y Y Y Yω ω ω ω ω= + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i X i i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i X ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i iXg Y Y Y Yω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
X i i i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
X i i i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i X i i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   
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( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i X ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i iXg Y Y Y Yω ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i X i i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
X i i X i ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +  

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i X ig Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
X i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

( ) 

1

1
... ... ... ...q q s

p p r

j j jj
i i i i Xg Y Y Y Yω ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( )1

1
... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i i ic XgY Y Y ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( )1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jjp
q X i i ic g Y Y Y ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i X i ic gY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +  

( )1

1
... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i i X ic gY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i i i Xc gY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i i i Xc gY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i i i Xc gY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( 1

1
... ... ... ...q s

p r

j jjp
q i i ic XgY Y Y ω ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
X i i ig Y Y Y ω ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
i X i igY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +  

1

1
... ... ... ...q s

p r

j jj
i i X igY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
i i i XgY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... ... ... ...q s

p r

j jj
i i i XgY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

)1

1
... ... ... ...q s

p r

j jj
i i i XgY Y Y ω ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( )p
q Xc P= ∇ .  
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По определению ковариантной производной произвольного тензорного поля 

( )Tr
sP M∈  представимого в виде суммы ( )i

i
P P=∑  конечного семейства ( )( )i i

P  

разложимых тензоров ( ) ( )Tr
siP M∈ , имеем ( )X X i

i
P P∇ = ∇∑ . По определению свер-

тывания ( ) ( )( )p p
q q i

i
c P c P=∑ . Учитывая полученный результат, находим  

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )p p p p p
X q X q q X q X q Xi i i

i i i
c P c P c P c P c P 

∇ = ∇ = ∇ = ∇ = ∇ 
 

∑ ∑ ∑ .  

(6) Для разложимых тензоров ( )Tr
sP M∈ , ( )T p

qQ M∈ , где  
1

1
... ... s

r

jj
i iP gY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ , 1

1
... ... q

p

jj
i iQ hZ Z θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

тензорное произведение P Q⊗  определяется правилом  

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i iP Q gY Y hZ Zω ω θ θ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =   

1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i ighY Y Z Z ω ω θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  

По определению ковариантной производной разложимого тензора, имеем  
1

1
... ... s

r

jj
X i iP XgY Y ω ω∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...s

r

jj
X i ig Y Y ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... s

r

jj
i X igY Y ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...s

r

jj
i i XgY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... s

r

jj
i i XgY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ,  

1

1
... ... q

p

jj
X i iQ XhZ Z θ θ∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...q

p

jj
X i ih Z Z θ θ+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... q

p

jj
i X ihZ Z θ θ+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...q

p

jj
i i XhZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... q

p

jj
i i XhZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ,  

( ) ( ) 1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
X i i i iP Q X gh Y Y Z Z ω ω θ θ∇ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
X i i i igh Y Y Z Z ω ω θ θ+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i X i i ighY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
i i X i ighY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i X ighY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
i i i i XghY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i i XghY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
i i i i XghY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   
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1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i i XghY Y Z Z ω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) 1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i iXgh gXh Y Y Z Z ω ω θ θ= + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
X i i i ig Y Y hZ Zω ω θ θ+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i X i i igY Y hZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
i i X i igY Y h Z Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i X igY Y hZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
i i X i igY Y hZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i X i igY Y hZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... ...qs

r p

jjj j
i i i i XgY Y hZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i i XgY Y hZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i iXgY Y hZ Zω ω θ θ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( ) ( )1 1

1 1
... ... ... ... qs

r p

jjj j
i i i igY Y XhZ Zω ω θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +  

( )1

1
... ... ...s

r

jj
X i ig Y Y Qω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... s

r

jj
i X igY Y Qω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...q

p

jj
X i iP h Z Z θ θ+ ⊗ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... q

p

jj
i X iP hZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...s

r

jj
i i XgY Y Qω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... s

r

jj
i i XgY Y Qω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...q

p

jj
i i XP hZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... q

p

jj
i i XP hZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( )1

1
... ... s

r

jj
i iXgY Y Qω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...s

r

jj
X i ig Y Y Qω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... s

r

jj
i X igY Y Qω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...s

r

jj
i i XgY Y Qω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... s

r

jj
i i XgY Y Qω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ +   

( )1

1
... ... q

p

jj
i iP XhZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...q

p

jj
X i iP h Z Z θ θ+ ⊗ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   
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( )1

1
... ... q

p

jj
i X iP hZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

( )1

1
... ... ...q

p

jj
i i XP hZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

( )1

1
... ... q

p

jj
i i XP hZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

( 1

1
... ... s

r

jj
i iXgY Y ω ω= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...s

r

jj
X i ig Y Y ω ω+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... s

r

jj
i X igY Y ω ω+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...s

r

jj
i i XgY Y ω ω+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

)1

1
... ... s

r

jj
i i XgY Y Qω ω+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ +   

( 1

1
... ... q

p

jj
i iP XhZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...q

p

jj
X i ih Z Z θ θ+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +   

1

1
... ... q

p

jj
i X ihZ Z θ θ+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +   

1

1
... ... ...q

p

jj
i i XhZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +   

)1

1
... ... q

p

jj
i i XhZ Z θ θ+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

X XP Q P Q=∇ ⊗ + ⊗∇ .  
Для произвольных тензоров ( )Tr

sP M∈  и ( )T p
qQ M∈  представимых в виде 

сумм ( )i
i

P P=∑  и ( )j
j

Q Q=∑  конечных семейств ( )( )i i
P  и ( )( )j j

Q  разложимых тен-

зоров ( ) ( )Tr
siP M∈  и ( ) ( )T p

qjQ M∈  соответственно, тензорное произведение P Q⊗  
определяется в виде суммы конечного семейства разложимых тензоров  

( ) ( )i j
i j

P Q P Q⊗ = ⊗∑∑ .  

Тогда применяя полученный результат, обнаруживаем по определению ковари-
антной производной  

( )X X i
i

P P∇ = ∇∑ ,   ( )X X j
j

Q Q∇ = ∇∑ ,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )X X X Xi j i j i j
i j i j

P Q P Q P Q P Q∇ ⊗ = ∇ ⊗ = ∇ ⊗ + ⊗∇ =∑∑ ∑∑   

( ) ( ) ( ) ( )X Xi j i j
i j i j

P Q P Q= ∇ ⊗ + ⊗∇ =∑∑ ∑∑   

( ) ( ) ( ) ( )X Xi j i j
i j i j

P Q P Q= ∇ ⊗ + ⊗ ∇ =∑ ∑ ∑ ∑   

X XP Q P Q=∇ ⊗ + ⊗∇ ,  
что и требовалось показать.  
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Следствие 1 (о ковариантной производной тензорного произведения). Для ко-

нечного семейства тензорных полей ( ) 1,i i m
P

=
 и векторного поля X  выполняется 

равенство  

( )1 1
1

... ... ...
m

X m X i m
i

P P P P P
=

∇ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗∑ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится методом математической индукции. При 
2m =  (база индукции) это есть свойство (6) предыдущего предложения.  

Пусть утверждение верно при 1m − , то есть  

( )
1

1 1 1 1
1

... ... ...
m

X m X i m
i

P P P P P
−

− −
=

∇ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗∑ .  

Согласно ассоциативности тензорного произведения  
( )1 1 1 1... ...m m m mP P P P P P− −⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ .  

С учетом свойства (6) получим  
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1... ... ...X m m X m m m X mP P P P P P P P P− − −∇ ⊗ ⊗ ⊗ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗∇ =   

1

1 1 1 1
1

... ... ...
m

X i m m m X m
i

P P P P P P P
−

− −
=

 
= ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗∇ = 
 
∑   

1

1 1 1 1
1

... ... ...
m

X i m m m X m
i

P P P P P P P
−

− −
=

= ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗∇ =∑   

1 1
1

... ...
m

X i m m
i

P P P P−
=

= ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗∑ .  

 
Следствие 2 (о компонентах ковариантной производной тензорного поля). 

Пусть в карте ( ); iU u  тензорное поле P  имеет разложение  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

Тогда  
1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r
k

ji i j
k j j i i

u

P P du du
u u∂

∂

∂ ∂
∇ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂
,    (AC6)  

где  
1

11 1 1 1 1

1 1 1 1 1

...
...... ... ... ... ...

... ... ... ... ...... ...
r

sr r r r r

s s s s s

i i
j ji i i i i i i i i i

k j j j j k j j k j k j j k jk

P
P P P P P

u
α α β β

α α β β

∂
∇ = + Γ + + Γ − Γ − − Γ

∂
.  (AC7)  

Для произвольного векторного поля X  имеющего в карте ( ); iU u  разложение 

k
kX X

u
∂

=
∂

, верно равенство  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i jk
X k j j i iP X P du du

u u
∂ ∂

∇ = ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.   (AC8)  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя свойства ковариантной производной, получим  
1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r
k

ji i j
j j i ik

u

P P du du
u u u∂

∂

∂ ∂ ∂
∇ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂ ∂
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1 1

1 1

...
... ... ... ...sr

s r
k

ji i j
j j i i

u

P du du
u u∂

∂

∂ ∂
+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂
  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r
k

ji i j
j j i i

u

P du du
u u∂

∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ ⊗ +

∂ ∂
  

1 1

1 1

...
... ... ... ...sr

s r
k

ji i j
j j i i

u

P du du
u u ∂

∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗∇ ⊗ ⊗ + +

∂ ∂
  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r
k

ji i j
j j i i

u

P du du
u u ∂

∂

∂ ∂
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗∇ =

∂ ∂
  

1

1 1

1

...
... ... ...

r

s s

r

i i
j j jj

i ik

P
du du

u u u
∂ ∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... ...sr

s r

ji i j
j j k i iP du du

u u
α

α
∂ ∂

+ Γ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + +
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j ki iP du du

u u
α

α
∂ ∂

+ ⊗ ⊗Γ ⊗ ⊗ ⊗ +
∂ ∂

  

1 1

11

...
... ... ... ...sr

s r

ji i j
j k ji iP du du

u u
β

β
∂ ∂

− ⊗ ⊗ ⊗Γ ⊗ ⊗ − −
∂ ∂

  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

sr

ji i j
j k ji iP du du

u u
β

β
∂ ∂

− ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗Γ =
∂ ∂

  

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

...
... ... ... ... ...

... ... ... ...... ...
r

s r r r r

s s s s

i i
j j i i i i i i i i

j j k j j k j k j j k jk

P
P P P P

u
α α β β

α α β β

 ∂
= + Γ + + Γ − Γ − − Γ  ∂ 

  

1

1
... ... s

r

jj
i i du du

u u
∂ ∂

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

Вводя обозначение  
1

11 1 1 1 1

1 1 1 1 1

...
...... ... ... ... ...

... ... ... ... ...... ...
r

sr r r r r

s s s s s

i i
j ji i i i i i i i i i

k j j j j k j j k j k j j k jk

P
P P P P P

u
α α β β

α α β β

∂
∇ = + Γ + + Γ − Γ − − Γ

∂
,  

получим требуемое.  
Учитывая полученный результат, находим  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

k s r
k k

ji i jk k
X k j j i iX

u u

P P X P X P du du
u u∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂
∇ =∇ = ∇ = ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂
.  

 
Определение 1 (ковариантного дифференциала тензорного поля, см. стр. 122, 

[13]). Ковариантным дифференциалом тензорного поля ( )Tr
sP M∈  называется 

тензорное поле ( )1Tr
sP M+∇ ∈ , определяемое равенством  

( ) ( )1 1,..., , ,...,s Z sP X X Z P X X∇ =∇       (AC9)  
для произвольных векторных полей iX , 1,i s= , Z  на многообразии M .  

 
Предложение 3 (о разложениях ковариантного дифференциала). Если в карте 

( ); iU u  тензорное поле ( )Tr
sP M∈  имеет разложение  
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1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j
j j i iP P du du

u u
∂ ∂

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

,  

то ковариантный дифференциал ( )1Tr
sP M+∇ ∈  в этой карте имеет разложение  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i j k
k j j i iP P du du du

u u
∂ ∂

∇ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

,   (AC10)  

k

k

u

P P du∂
∂

∇ = ∇ ⊗ .     (AC11)  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, ковариантная производная Z P∇  имеет 
разложение  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r

ji i jk
Z k j j i iP Z P du du

u u
∂ ∂

∇ = ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

.  

Для произвольных векторных полей iX , 1,i s= , Z  на многообразии M , по оп-
ределению ковариантного дифференциала  

( ) ( )1 1,..., , ,...,s Z sP X X Z P X X∇ =∇ .  
Пусть векторные поля iX , 1,i s= , Z  имеют в карте ( ); iU u  разложение 

j
i i jX X

u
∂

=
∂

 и l
lZ Z

u
∂

=
∂

. Тогда  

( ) ( )1 1,..., , ,...,r Z rP X X Z P X X∇ =∇ =   

1 1

1 1

...
... 1 ... ...sr

s r

ji i jk
k j j s i iZ P X X

u u
∂ ∂

= ∇ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

  

( ) ( ) ( )1 1

1 1

...
... 1 ... ...sr

s r

ji i j k
k j j s i iP du X du X du Z

u u
∂ ∂

= ∇ ⊗ ⊗ =
∂ ∂

  

( )1 1

1 1

...
... 1... ... ,..., ,sr

s r

ji i j k
k j j si iP du du du X X Z

u u
∂ ∂ = ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ∂ ∂ 

,  

что влечет требуемое.  
С другой стороны, поскольку  

1 1

1 1

...
... ... ... sr

s r
k

ji i j
k j j i i

u

P P du du
u u∂

∂

∂ ∂
∇ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂
,  

то  

k

k

u

P P du∂
∂

∇ = ∇ ⊗ .  

 
З а м е ч а н и е  (о компонентах ковариантного дифференциала). Из выше ска-

занного следует, что в карте ( ); iU u  ковариантный дифференциал P∇  имеет ком-
поненты  

( ) 1 1

1 11 1

... ...
......

r r

s ss s

i i i i
j j jj j j

P P
++

∇ = ∇ .  
 
Теорема 1 (свойства ковариантного дифференциала). Пусть на многообразии 

M  задана аффинная связность ∇ . Тогда  
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(1) для произвольных тензорных полей P  и Q  из ( )Ts

r M  выполняется равен-
ство  

( )P Q P Q∇ + =∇ +∇ ;  
(2) для произвольных тензорного поля P  из ( )Ts

r M  и функции ( )Ff M∈  вы-
полняется равенство  

( )f P P df f P∇ ⋅ = ⊗ + ⋅∇ ;  
(3) для тензорных полей ( )Ts

rP M∈  и ( )Tl
kQ M∈  выполняется равенство  

( ) 
1 1r r k

P Q P Q P Q
+ ← + +

∇ ⊗ =∇ ⊗ + ⊗∇ .  
(4) для тензорного поля ( )Ts

rP M∈  выполняется равенство  

P P
σ σ
∇ =∇ .  

(5) для произвольного тензорного поля ( )Ts
rP M∈  выполняется равенство  

( ) ( )( )

, 11

1

1S S
1

k rr

k
P P

r

τ ++

=

∇ = ∇
+ ∑ .  

(6) (коммутативность ковариантного дифференциала и свертывания). Для тен-
зорного поля ( )Tr

sP M∈  и индексов 1 rα≤ ≤ , 1 sβ≤ ≤  выполняется равенство  
( ) ( )c P c Pα α

β β∇ = ∇ .  
(7) Для тензорного поля ( )Tr

sP M∈  и таких чисел 1j , …, kj , что 

11 ... 1kj j s≤ < < ≤ + , при 1kj s≠ +  верно равенство  

( ) ( )( )1 1,..., ,...,S S
k kj j j jP P∇ =∇ ,  

а при 1kj s= +  верно равенство  

( ) ( )( )

( ),...,1
,

1 1 1,..., ,...,
1

1S S

j jk
l k

k k

k

j j j j
l

P P
k

τ

−
=

∇ = ∇∑ .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольно возьмем векторные поля iX , 1,i r= , Z .  
(1) Тогда по определению ковариантного дифференциала и свойству ковари-

антного дифференцирования ( )Z Z ZP Q P Q∇ + =∇ +∇ , находим  
( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1,..., , ,..., ,...,r Z r Z Z rP Q X X Z P Q X X P Q X X∇ + =∇ + = ∇ +∇ =   

( ) ( )1 1,..., ,...,Z r Z rP X X Q X X=∇ +∇ =   
( ) ( )1 1,..., , ,..., ,r rP X X Z Q X X Z=∇ +∇ =  

( )( )1,..., ,rP Q X X Z= ∇ +∇ ,  
откуда следует требуемое.  

(2) Применяя определение ковариантного дифференциала и свойство ковари-
антного дифференцирования ( )Z Zf P Zf P f P∇ ⋅ = ⋅ + ⋅∇ , учитывая при этом ра-
венство ( )Zf df Z= , получим цепочку равенств  

( )( ) ( )( )1 1,..., , ,...,r Z rf P X X Z f P X X∇ ⋅ = ∇ ⋅ =   
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( ) ( )1 1,..., ,...,r Z rZf P X X f P X X= ⋅ + ⋅∇ =   
( ) ( ) ( )1 1,..., ,..., ,r rP X X df Z f P X X Z= ⋅ + ⋅∇ =   

( )( ) ( )1 1,..., , ,..., ,r rP df X X Z f P X X Z= ⊗ + ⋅∇ =   
( )( )1,..., ,rP df f P X X Z= ⊗ + ⋅∇ ,  

из которой следует требуемое.  
(3) Произвольно возьмем векторные поля iX , 1,i r= , jY , 1,j k=  и Z . По опре-

делению ковариантного дифференциала, получим  
( )( ) ( )( )1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r k Z r kP Q X X Y Y Z P Q X X Y Y∇ ⊗ =∇ ⊗ =   

( )( )1 1,..., , ,...,Z Z r kP Q P Q X X Y Y= ∇ ⊗ + ⊗∇ =   
( )( ) ( )( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,Z r k Z r kP Q X X Y Y P Q X X Y Y= ∇ ⊗ + ⊗∇ =   

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,Z r k r Z kP X X Q Y Y P X X Q Y Y=∇ ⊗ + ⊗∇ =   
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., ,..., ,r k r kP X X Z Q Y Y P X X Q Y Y Z=∇ ⊗ + ⊗∇ =   

( )( ) ( )( )1 1 1 1,..., , , ,..., ,..., , ,..., ,r k r kP Q X X Z Y Y P Q X X Y Y Z= ∇ ⊗ + ⊗∇ =   

 ( ) ( )( )
1 1

1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,..., ,
r r k

r k r kP Q X X Y Y Z P Q X X Y Y Z
+ ← + +

= ∇ ⊗ + ⊗∇ =   

 ( )
1 1

1 1,..., , ,..., ,
r r k

r kP Q P Q X X Y Y Z
+ ← + + 

= ∇ ⊗ + ⊗∇  
 

,  

откуда следует требуемое.  
(4) Для тензорного поля ( )Ts

rP M∈  ковариантный дифференциал P∇  является 
тензорным полем ( )1Ts

rP M+∇ ∈ , определяемым равенством  
( ) ( )1 1,..., , ,...,r Z rP X X Z P X X∇ =∇   

для произвольных векторных полей iX , 1,i r= , Z  на многообразии M . С учетом 
этого, и того, что Z∇  является дифференцированием алгебры тензорных полей, 
применяя свойство (1) коммутативности оператора перестановки, то есть 



Z ZP P
σ σ

∇ =∇ , будем иметь  

 ( ) ( ) ( )1 (1) ( ) (1) ( ),..., , ,..., , ,...,r r Z rP X X Z P X X Z P X X
σ

σ σ σ σ∇ = ∇ =∇ =   

 ( ) ( ) ( )1 1 1,..., ,..., ,..., ,Z r Z r rP X X P X X P X X Z
σ σ σ

= ∇ =∇ =∇ .  

(5) Пусть ( ){ }1 1 : 1S Sk
r r r kσ σ+ += ∈ + = . Понятно что 

1

1 1
1

S S
r

k
r r

k

+

+ +
=

=


, причем 

1 1S Sk l
r r+ + =∅  для всех k l≠ . По обобщенной теореме ассоциативности сложения, 

приходим к равенству  

( ) ( )


( )


1 1

1

1

1 1S
1 ! 1 !S Sk

r r

r

k
P P P

r r

σ σ

σ σ+ +

+

∈ = ∈

∇ = ∇ = ∇
+ +∑ ∑ ∑ .   (POS4_1)  
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Пусть теперь ( ) ( ){ }1

1 1 : 1 1S S
r

r r r rσ σ+
+ += ∈ + = + . Рассмотрим транспозицию 

, 1k rτ +  элементов k  и 1r + , то есть  
( ), 1 1k r k rτ + = + ,  
( ), 1 1k r r kτ + + = ,  
( ), 1k r h hτ + = , для всех { }, 1h k r∉ + .  

Понятно, что , 1 , 1k r k rτ τ ε+ + = , где ε  – тождественная подстановка, что влечет 
равенство 1

, 1 , 1k r k rτ τ−
+ += . Действительно  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), 1 , 1 , 1 , 1 , 1 1k r k r k r k r k rk k r k kτ τ τ τ τ ε+ + + + += = + = = ,  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), 1 , 1 , 1 , 1 , 11 1 1 1k r k r k r k r k rr r k r rτ τ τ τ τ ε+ + + + ++ = + = = + = + ,  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), 1 , 1 , 1 , 1 , 1k r k r k r k r k rh h h h hτ τ τ τ τ ε+ + + + += = = =   
для всех { }, 1h k r∉ + .  

Тогда для произвольной подстановки 1Sk
rσ +∈  имеем  

( )( ) ( )( ) ( ), 1 , 1 , 11 1 1k r k r k rr r k rτ σ τ σ τ+ + ++ = + = = + ,  

то есть ( )1
, 1 1S

r
k r rτ σ +

+ +∈ . Обратно, для произвольной подстановки ( )1
1S

r
rϕ +
+∈  имеем  

( )( ) ( )( ) ( ), 1 , 1 , 11 1 1k r k r k rr r r kτ ϕ τ ϕ τ+ + ++ = + = + = ,  

то есть , 1 1Sk
k r rτ ϕ+ +∈ . Это показывает, что отображение , 1k rσ τ σ+→   является би-

екцией множества ( )1
1S

r
r
+
+  на множество 1Sk

r+ . Тогда по обобщенной теореме комму-
тативности сложения и свойствам (1) и (2) оператора перестановки, приходим к 
равенству  

 

( )





( )



( )



, 1 , 1

, 1

1 1 1
1 1 1 1S S S S

k r k r

k r

k r r r
r r r r

P P P P

τ τ
τ σσ σ σ

σ σ σ σ

+ +

+

+ + +
+ + + +∈ ∈ ∈ ∈

∇ = ∇ = ∇ = ∇∑ ∑ ∑ ∑


.   (POS4_2)  

Как отмечено выше, множество ( )1
1S

r
r
+
+  отождествляется с множеством Sr . То-

гда применяя свойство (3) коммутативности оператора перестановки, обнаружива-
ем равенство  



( )



1
1

S S SS
r

r r rr

P P P P
σ σ σ σ

σ σ σσ +
+

∈ ∈ ∈∈

 
∇ = ∇ = ∇ =∇ 

 
∑ ∑ ∑ ∑ .    (POS4_3)  

В таком случае, равенство (POS4_1), с учетом равенств (POS4_2) и (POS4_3), 
примет вид  

( ) ( )


( )


( )



( )



, 1, 1

1
1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1S
1 ! 1 ! 1 ! SS S

k rk r

k r
rr r

r r r

k k k
P P P P

r r r

ττ

σ σ σ

σσ σ

++

+
+ +

+ + +

= = = ∈∈ ∈

 
∇ = ∇ = ∇ = ∇ = + + +  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑   

( )

 

( )( )

, 1 , 1

, 11 1 1

1 1 1

! 1 1 1 1 S
1 ! ! 1 ! 1S S

k r k r

k r

r r

r r r

k k k

r P P P
r r r r r

τ τ
τ

σ σ

σ σ

+ +

++ + +

= ∈ = ∈ =

   
= ∇ = ∇ = ∇   + + +   

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ,  
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что и требовалось показать. 
(6) Пусть в карте ( ); kU u  тензорное поле P  имеет разложение  

1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...r

s r

i i i i i
j j j j j i i ii iP P

u u u u u
α α α

β β β α α α

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

1 11 ... ... sj j j jjdu du du du duβ β β− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
Сверткой α -го контравариантного индекса с β -ым ковариантным индексом 

тензорного поля P  является тензорное поле ( ) ( )1
1Tr

sc P Mα
β

−
−∈ , имеющее в карте 

( ); kU u  разложение  

( ) 1 1 1

1 1 1 1 11

... ...

... ... ... ...r

s r

i i i i

j j j j i ii ic P P
u u u u

α α
α

β β α αβ

ια
β ι

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂ ∂
  

1 11 ... ... sj j jjdu du du duβ β− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .  
Ковариантный дифференциал P∇  является тензорным полем ( )1Tr

sP M+∇ ∈ , 
имеющим в карте ( ); kU u  разложение  

1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...r

s r

i i i i i
k j j j j j i i ii iP P

u u u u u
α α α

β β β α α α

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

1 11 ... ... sj j j jj kdu du du du du duβ β β− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
где  

1 1 1

1 1 11 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ...
... ...... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ......
r

sr r r

s s s

i i i i i
j j j j ji i i i i i i i i i i i i ii

k j j j j j j j j j j k j j j j j kk

P
P P P

u

α α α

β β βα α α α α α α α α

β β β β β β β β β

η η
η η

− +

− +− + − + + −

− + − + − +

∂
∇ = + Γ + + Γ +

∂
  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ......r r r

s s s

i i i i i i i i i i i i i i i
j j j j j k j j j j j k j j j j j kP P Pα α α α α α α α α

β β β β β β β β β

η η η
η η η

− + − + − +

− + − + − +
+ Γ + Γ + + Γ −   

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ......r r r

s s s

i i i i i i i i i i i i i i i
j j j j k j j j j j k j j j j j k jP P Pα α α α α α α α α

β β β β β β β β β

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

− + − + − +

− + + − − +
− Γ − − Γ − Γ −   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i i i
j j j j k j j j j j k jP Pα α α α α α

β β β β β β

ρ ρ
ρ ρ

− + − +

− + − +
− Γ − − Γ .  

Ковариантный дифференциал ( )c Pα
β∇  имеет разложение  

( ) 1 1 1

1 1 1 1 11

... ...

... ... ... ...r

s r

i i i i

k j j j j i ii ic P P
u u u u

α α
α

β β α αβ

ια
β ι

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∇ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 
  ∂ ∂ ∂ ∂

  

1 11 ... ... sj j jj kdu du du du duβ β− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
где  

1 1 1

1 1 11 1 1 1 1 1 1
11

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ...

... ...... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ......

r

sr r r

s s s

i i i i

j j j ji i i i i i i i i i ii
k j j j j j j j j k j j j j kk

P
P P P

u

α α
α

β βα α α α αβα α α α

β β β β β β
β β β

ι

ιι η ι η ι

ι ι η ι η

− +

− +− + − + +
−

− + − + − +

∂
 ∇ = + Γ + + Γ + 
  ∂

  

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...

... ... ... ......r
r

s s

i i i i i ii i
j j j j k j j j j kP Pα α α

α α α

β β β β
β β

ι η ι η

ι η ι η
− − +

+

− + − +
+ Γ + + Γ −   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...

... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i

j j j k j j j j k jP Pα α α α
α α

β β β β
β β

ι ιρ ρ
ρ ι ρ ι

− + − +

− + + −
− Γ − − Γ −   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...

... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i

j j j k j j j j k jP Pα α α α
α α

β β β β
β β

ι ιρ ρ
ι ρ ι ρ

− + − +

− + − +
− Γ − − Γ .     (CDS-1)  

В свою очередь свертка α -го ковариантного индекса с β -ым ковариантным 
индексом дифференциала имеет разложение  
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( ) 1 1 1

1 1 1 1 11

... ...
... ... ... ...r

s r

i i i i
k j j j j i ii ic P P

u u u u
α α

β β α α

ια
β ι

− +

− + − +

∂ ∂ ∂ ∂
∇ =∇ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂ ∂ ∂
  

1 11 ... ... sj j jj kdu du du du duβ β− +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ,  
где  

1 1 1

1 1 11 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ...
... ...... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ......
r

sr r r

s s s

i i i i
j j j ji i i i i i i i i i ii

k j j j j j j j j k j j j j kk

P
P P P

u

α α

β βα α α α α α

β β β β β β

ι
ιι η ι ηι

ι ι η ι η

− +

− +− + − + + −

− + − + − +

∂
∇ = + Γ + + Γ +

∂
  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ......r r r

s s s

i i i i i i i i i i i i
j j j j k j j j j k j j j j kP P Pα α α α α α

β β β β β β

η ιη ι ηι
ι η ι η ι η

− + − + − +

− + − + − +
+ Γ + Γ + + Γ −   

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ......r r r

s s s

i i i i i i i i i i i i
j j j k j j j j k j j j j j kP P Pα α α α α α

β β β β β β

ι ι ιρ ρ ρ
ρ ι ρι ρ ι

− + − + − +

− + + − − +
− Γ − − Γ − Γ −   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i
j j j k j j j j k jP Pα α α α

β β β β

ι ιρ ρ
ιρ ι ρ

− + − +

− + − +
− Γ − − Γ .  

Поскольку  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ... 0r r r r

s s s s

i i i i i i i i i i i i i i i i
j j j j k j j j j k j j j j k j j j j kP P P Pα α α α α α α α

β β β β β β β β

η ι η ηι ρ ι ι
ι η ρ ι ι η ι η

− + − + − + − +

− + − + − + − +
Γ − Γ = Γ − Γ = ,  

то  
1 1 1

1 1 11 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1

... ...
... ...... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ......
r

sr r r

s s s

i i i i
j j j ji i i i i i i i i i ii

k j j j j j j j j k j j j j kk

P
P P P

u

α α

β βα α α α α α

β β β β β β

ι
ιι η ι ηι

ι ι η ι η

− +

− +− + − + + −

− + − + − +

∂
∇ = + Γ + + Γ +

∂
  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i
j j j j k j j j j kP Pα α α α

β β β β

ιη ι η
ι η ι η

− + − +

− + − +
+ Γ + + Γ −   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i
j j j k j j j j k jP Pα α α α

β β β β

ι ιρ ρ
ρ ι ρι

− + − +

− + + −
− Γ − − Γ −   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ......r r

s s

i i i i i i i i
j j j k j j j j k jP Pα α α α

β β β β

ι ιρ ρ
ιρ ι ρ

− + − +

− + − +
− Γ − − Γ .     (CDS-2)  

Сопоставляя выражения (CDS-1) и (CDS-2), получим требуемое.  
(7) Для подстановки Skσ ∈  и для таких чисел 1j , …, kj , что 

11 ... 1kj j s≤ < < ≤ +  подстановка ( )1,..., kj jσ  из 1Ss+  определяется правилом  
( ) ( )1,..., kj j h hσ = ,   для { }1,..., kh j j∉    
( ) ( ) ( )

1,..., kj j j jη σ ησ =   для всех 1,kη = .  

Понятно, что ( )1,..., kj jσ  является подстановкой из 1Ss+ , не меняющей элементы, 
отличные от элементов 1j , …, kj . Множество ( )1,...,

1S kj j
s+  всех таких подстановок об-

разуют подгруппу группы 1Ss+ , а отображение ( )1,..., kj jσ σ→  является изоморфиз-
мом групп.  

При 1kj s≠ +  мы имеем 1kj s< + , то есть подстановка ( )1,..., kj jσ  не меняет эле-
мент 1s + , а потому она рассматривается как подстановка из Ss . Тогда  

( ) 

( ) ( ) ( )

( )( )
,...,1 ,..., ,...,1 1

1 1,..., ,...,
1 1 1S S
! ! !S S S

j jk j j j jk k

k k
k k k

j j j jP P P P P
k k k

σ σ σ

σ σ σ∈ ∈ ∈

  
∇ = ∇ = ∇ =∇ =∇  

   
∑ ∑ ∑ .  

При 1kj s= + , мы практически повторяем доказательство, приведенное в (5), 
проведя некоторую подготовительную работу.  

Возьмем произвольным образом подстановки σ  и ρ  из Sk . В таком случае 
для { }1,..., kh j j∉  имеем равенство  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,k k k kj j j j j j j jh h h hσ ρ σ σ ρ= = = =   
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( ) ( )( )( )1 1,..., ,...,k kj j j j hσ ρ=  ,  

а для всех 1,kη =  верно равенство  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )1 1,..., ,...,k kj j j jj j j jη σ ρ η ρ ησ ρ ησ ρ σ= = = =


   
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,k k k kj j j j j j j jj jη ησ ρ σ ρ= =  .  

Данные равенства показывают, что верно равенство  
( )( ) ( ) ( )1 1 1,..., ,..., ,...,k k kj j j j j jσ ρ σ ρ=    

для произвольных подстановок σ  и ρ  из Sk .  

Пусть ( ){ }:S Sl
k k k lσ σ= ∈ = . Понятно что 

1

S S
k

l
k k

l=

=


, причем S Sl
k k

λ =∅  

для всех l λ≠ . По обобщенной теореме ассоциативности сложения, приходим к 
равенству  

( ) 

( )



( ),..., ,...,1 1

1,...,
1

1 1S
! !S S

j j j jk k

k
l

k k

k

j j
l

P P P
k k

σ σ

σ σ∈ = ∈

∇ = ∇ = ∇∑ ∑ ∑ .  

Пусть теперь ( ) ( ){ }:S S
k

k k k kσ σ= ∈ = . Рассмотрим транспозицию ,l kτ  элемен-
тов l  и k . Как показано в (5), отображение ,l kσ τ σ→   является биекцией множе-
ства ( )S

k
k  на множество Sl

k . Тогда по обобщенной теореме коммутативности сло-
жения и свойствам (1) и (2) оператора перестановки, приходим к равенству  



( )



( )( )

( )



( ) ( )

( )



( )


( )

( )



( )

( )



( ),..., ,...,1 1
, ,

,...,1 ,..., ,...,1 1,..., ,..., ,...,1 1 1, ,

S S S S S

j j j jk k
l k l k

j jk j j j jk kj j j j j jk k kl k l k

l k k k k
k k k k k

P P P P P

τ τ

τ σ τ σσ σ σ

σ σ σ σ σ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∇ = ∇ = ∇ = ∇ = ∇∑ ∑ ∑ ∑ ∑




.  

Как отмечено выше, множество ( )S
k

k  отождествляется с множеством 1Sk− . То-
гда подстановка ( )1,..., kj jσ , 1Skσ −∈ , обладает свойством  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1,..., ,...,1 1k kj j j j

k kks j j j sσσ σ+ = = = = + ,  

то есть подстановка ( )1,..., kj jσ  не меняет элемент 1s + . Кроме того, отсюда следует, 
что ( ) ( )1 1 1,..., ,...,k kj j j jσ σ −= . В таком случае, применяя свойство (3) коммутативности 
оператора перестановки, обнаруживаем равенство  



( )

( )



( ) ( ) ( ),..., ,...,1 1 1 ,..., ,...,1 1 1 1

1 1 1S S SS

j j j jk k j j j jk k

k
k k kk

P P P P
σ σ σ σ

σ σ σσ

−
− −

− − −∈ ∈ ∈∈

 
∇ = ∇ = ∇ =∇ 

 
∑ ∑ ∑ ∑ .  

Отсюда окончательно получаем  

( ) 

( )



( )

( )



( )

( )

( ),...,1 ,...,1, ,
,..., ,...,1 1 ,...,1 1

1
1

,...,
1 1 1

1 1 1S
! ! ! SS S

j jk j jkl k l k
j j j jk k j jk

k
l k

kk k

k k k

j j
l l l

P P P P
k k k

τ τ

σ σ σ

σσ σ

−

−= = = ∈∈ ∈

 
∇ = ∇ = ∇ = ∇ = 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑    
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( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ),...,,..., 11
,,

,..., ,...,1 1 1 1

1 11 1

1 ! 1 1 1
! 1 ! 1 !S S

j jj j kk
l kl k

j j j jk k

k k

k k

l l

k
P P

k k k k

ττ

σ σ

σ σ

− −

− −= ∈ = ∈

  −
= ∇ = ∇ =  − −   

∑ ∑ ∑ ∑   

( )( )

( ),...,1
,

1 1,...,
1

1 S

j jk
l k

k

k

j j
l

P
k

τ

−
=

= ∇∑ ,  

что и требовалось показать. 
 
Определение 2 (ковариантно постоянного тензорного поля). Тензорное поле 

( )Ts
rP M∈  называется ковариантно постоянным, если его ковариантный диф-

ференциал равен нулю, то есть  
0P∇ = .  

 
П р и м е р  (единичный аффинор). Очевидно  

id idi j k
k j i du du

u
∂

∇ =∇ ⊗ ⊗
∂

,  

где  

id 0
i
ji i i i i

k j j k k j k j k jku
η ρ

η ρ

δ
δ δ

∂
∇ = + Γ − Γ = Γ − Γ =

∂
,  

то есть единичный аффинор является ковариантно постоянным.  
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Аннотация. В настоящее время от эффективной работы складского хозяйства 

непосредственно зависит соблюдение сроков строительства заказов на любом су-
достроительном и судоремонтном предприятии, поэтому неодходимо решать во-
просы по автоматизации складского хозяйства судостроительных предприятий. В 
работе рассмотрены основные направлениями совершенствования складского хо-
зяйства и его особенности, даны примеры. 

Ключевые слова: автоматизация, цифровизации производства, технологиче-
ское оборудование, компактное корпусообрабатывающее производство, сервис-
ные центры. 
 

Введение: От эффективной работы складского хозяйства непосредственно 
зависит соблюдение сроков строительства заказов на любом судостроительном и 
судоремонтном предприятии. Современный уровень развития цифровых техноло-
гий создает предпосылки для кардинальных изменений и в этой важной составной 
части предприятий.  
Основными направлениями совершенствования складского хозяйства в условиях 
цифровизации производства можно выделить: 
— переход от «островной» автоматизации и роботизации отдельных складов, ха-
рактерной для конца ХХ века, к комплексной цифровизации складского хозяйства 
в целом с внедрением автоматизированных систем хранения; 
— реализация концепции «Цифрового склада» как части «Цифровой верфи»; 
— создание единых для предприятий, входящих в АО «ОСК» и другие промыш-
ленные холдинги, баз данных материальных ценностей; 
— создание региональных и межрегиональных складов и сервисных центров; 
— расширение функциональных возможностей складов с выполнением комплекса 
сервисных услуг, например, не просто хранение металлопроката, труб или древе-
сины, но и их частичная или полная обработка; 
— оптимизация запасов материальных ценностей, хранящихся на складах, исклю-
чая неликвиды и невостребованные ценности, с созданием единых нормативов; 
— оптимизация планировочно-организационных решений с целью наиболее эф-
фективного использования складских комплексов; 
— создание сквозной цифровизированной системы идентификации и прослежива-
ния материальных ценностей в online режиме с применением QR кодов; 
— создание системы подготовки и повышения квалификации складского персона-
ла, оптимизация его численности с созданием единых нормативов. 
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В конце 90-х гг. ХХ века АО «ЦТСС» и АО «Балтийский завод» начали проекти-
рование и создание первого в России современного компактного корпусообраба-
тывающего производства в составе: 
— крытого автоматизированного склада стали с участком правки; 
— автоматизированной поточной линии предварительной обработки; 
— участка автоматизированной тепловой резки и комплектации вырезанных дета-
лей. 
Особенностью склада стали АО «Балтийский завод» было первое в отечественной 
практике внедрение автоматизированных кранов с вакуумными траверсами, осу-
ществляющих раскладку листов после правки по местам хранения и укладку на 
рольганг для передачи на линию очистки и грунтовки по командам компьютери-
зированной системы управления. Выправленные листы по рольгангу автоматиче-
ски передавались со склада на линию очистки и грунтования, затем на промежу-
точный автоматизированный склад, предварительно обработанных листов и далее 
с помощью крана с магнитной траверсой на машины тепловой резки с цифровым 
управлением. Профили после очистки и грунтования передавались на роботизиро-
ванную линию плазменной резки (ее внедрение тоже стало первым в российском 
судостроении). Схема перспективного склада стали, разработанного АО «ЦТСС» 
для ПАО «Выборгский судостроительный завод», учитывая высокую стоимость 
строительства крытых складов, автоматизированных кранов с магнитными или ва-
куумными траверсами и систем автоматизированного цифрового управления, сле-
дует рассмотреть возможность создания таких складов, обслуживающих не от-
дельные судостроительные заводы, а судостроительные кластеры. 
При этом расширение функциональных возможностей складов с выполнением 
комплекса сервисных услуг позволит существенно повысить технико-
экономическую эффективность судостроительных и судоремонтных предприятий 
за счет исключения необходимости приобретения дорогостоящего оборудования и 
кадрового обеспечения для многих видов производств (корпусообрабатывающего, 
трубообрабатывающего, электромонтажного, малярно-изоляционного). 
В качестве примера расширения функциональных возможностей можно привести 
концептуальный проект сервисного центра обработки металлопроката на базе 
склада стали, рассчитанного на обработку и хранение не менее 80 000 т проката в 
год. 
Основные задачи сервисного центра: 
— хранение и отгрузка листового и профильного металлопроката, заказываемого 
судостроительными и судоремонтными предприятиями региона; 
— поставка судостроительным и судоремонтным предприятиям листового и про-
фильного металлопроката в предварительно обработанном (выправленном, очи-
щенном и загрунтованном) состоянии; 
— изготовление и поставка судостроительным и судоремонтным предприятиям 
комплектов, изготовленных (очищенных, загрунтованных, вырезанных в «чистый 
размер» и согнутых) деталей корпусов судов из листового и профильного метал-
лопроката. 
Применение в составе центра новейшего отечественного технологического обору-
дования с цифровым управлением обеспечит изготовление деталей корпусов су-
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дов в полном соответствии с требованиями к качеству и точности, предусмотрен-
ными руководящей документацией [1]. 
Для АО «Онежский судостроительно-судоремонтный завод» АО «ЦТСС» разра-
ботан проект нового склада судового оборудования, складов материалов и кабель-
ной продукции. Автоматизированная система хранения расположена в одном зда-
нии со складом кабельной продукции и материалов. 
На складе судового оборудования предусмотрено: 
— напольное хранение главных двигателей, теплообменников, валопроводов, 
гребных винтов, рулевых машин, брашпилей, спасательных шлюпок и т.д. 
— хранение на стеллажах генераторов, компрессоров, насосов, клапанов, задви-
жек, фильтров, такелажных изделий, судового ЗИП и пр. [2] 
Хранение судового оборудования осуществляется в унифицированной таре, по-
зволяющей организовать многоярусное хранение материалов в автоматической 
системе хранения Arsenal (разработчик и изготовитель ООО «Семаргл») [3] или 
аналогичной. Для автоматического хранения товарно-материальных ценностей 
(ТМЦ) в контейнерах и на паллетах предлагается использовать систему хранения 
Arsenal АS/RS или аналогичную. Система представляет собой вертикально распо-
ложенный штабелер, перемещающийся по направляющим вдоль двух рядов вер-
тикальных стеллажей и оснащённый вилочным захватом. Все ТМЦ раскладыва-
ются по таре непосредственно после поступления на склад, при этом им присваи-
вается определенный номер, под которым система регистрирует. Далее груз в таре 
помещается на склад и хранится в нем до обращения оператора.  
Работы по созданию современных автоматизированных складов в настоящее вре-
мя активно ведутся в партнерстве с ведущими предприятиями отрасли. 
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Аннотация. В работе приведены рекомендации по организации производст-
венного процесса изготовления снеков на основе лука репчатого, в том числе 
предложен проект технологической линии. Предложенная технология производст-
ва луковых колец в значительной степени отличается от существующей, а именно 
процесс обжаривания в растительном масле заменен на сушку после предвари-
тельного порообразования.  

Ключевые слова: лук, луковые кольца, сушка, технологическая линия. 
 
Введение: В современных условиях большой популярностью у населения 

пользуются различные закуски. Особое внимание в настоящее время уделяется 
«полезным» снекам. Среди большого разнообразия таких снеков отдельно выде-
ляют фруктовые (яблоко, груша) и овощные (морковь, лук). 

Отдельного вниманию заслуживает такой продукт как луковые кольца, изго-
тавливаемые на основе репчатого лука. 

Репчатый лук (рис. 1) – это овощная культура, которая является составляю-
щей ежедневного пищевого рациона практически каждого человека на земле [1]. 
Искусственное выращивание обеспечивает потребности населения в данном про-
дукте, ежегодный урожай превышает 65 млн тонн [2]. Лук – многолетнее расте-
ние, урожай которого как правило собирают один раз в год, а следовательно, воз-
никает необходимость качественного хранения лука, обеспечиваю его сохран-
ность и пригодность для употребления в пищу. Как правило лук просушивают и 
хранят в виде луковиц в ящиках, мешках или корзинах. При этом в последнее вре-
мя спросом у населения пользуется нашинкованный высушенный лук, готовый 
для применения в приготовлении пищи. 

Репчатый лук обладает высокой пищевой ценностью, что связано с сбалан-
сированным содержанием белков, жиров, клетчатки. Кроме того, в состав лука 
входит широкий набор витаминов, в том числе витамины С и В6 [3], а также ряд 
микроэлементов, таких как кальций, фосфор, калий, фолиевая кислота, минераль-
ные вещества, азотистые вещества. Положительный эффект от употребления лука 
в пищу дополнительно создается за счет содержания сахара, эфирных масел и фи-
тонцидов. 
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Рисунок 1 – Лук репчатый 

 
В домашних условиях и в точках общественного питания луковые кольца 

как правило изготавливают по следующей технологии: лук чистят, моют, сушат, 
нарезают кольцами толщиной 7-8 мм; затем лук панируют в муке и жарят во фри-
тюре при температуре 170 ºС до золотистого цвета, затем обсушивают от лишнего 
масла, солят мелкой солью; подают кольца на закусочной тарелке или упаковыва-
ют для реализации (рис. 2). 

 

 
Рисунок 2 – Пример изготовления луковых колец во фритюре  

 
Однако в розничных торговых сетях чаще всего можно встретить луковые 

кольца, изготовленные по технологии производства чипсов методом экструзии 
при температурах 160-180 ºС, т.е. из смеси ингредиентов. Среди основных ингре-
диентов обычно рисовая мука, картофельные хлопья, крахмал (картофельный, ку-
курузный), луковый порошок, специи. 

 

 
Рисунок 3 – Пример изготовления луковых колец экструзией 

Производство по каждой из приведенных технологий не обеспечивает со-
хранность полезных витаминов и соединений, которыми богат лук.  
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Целью данной работы является разработка и обоснование проекта техноло-
гической линии производства пористых сушеных снеков – луковых колец. 

Предложенная автором технология производства хрустящих сушеных сне-
ков из моркови [4], а также чипсов из рыбного сырья была адаптирована для про-
изводства луковых колец. Ключевой особенностью предлагаемого способа произ-
водства является применения порообразования для получения хрустящего продук-
та [5]. 

В производственных условиях предлагается технологический процесс, по-
следовательность операций которого приведена на рисунке 4. 

 

 
Рисунок 4 – Предварительная последовательность технологических операций 

при производстве снеков на основе лука 
В рамках производственного предприятия предлагается следующий техно-

логический цикл изготовления снеков из лука. 
Лук в мешках поступает на инспекционный стол (1) (рис. 5), где рабочие 

проводят сортировку, отбраковывают некондиционное сырье. В машине (2) про-
исходит очистка и мойка лукового сырья с последующим складированием в бун-
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кере-накопителе (3). Подготовленное луковое сырье предварительно измельчают в 
волчке (4). Измельченное луковое сырье накапливается в передвижном бункере 
(3). Полученный сырье на поступает на смешивание с дополнительными ингреди-
ентами в мешалке (5) с последующим складированием в бункере (6). По мере не-
обходимости смесь с помощью ковшового элеватора (7) поступает в машину для 
набивки форм (8), откуда электротельфером (9) формы переносятся на непривод-
ной рольганг (10), а затем рабочие перемещают их к накопителю (11). Высота рас-
положения загрузочной части накопителя регулируется столом (12). По мере за-
полнения накопителя (12 форм) он электротельфером (9) устанавливается в аппа-
рат для предварительного порообразования с последующей сушкой подготовлен-
ного сырья (13). После накопитель электротельфером перемещается на разгрузоч-
ное устройство (14), где за счет вибрации и сил тяжести происходит отделение по-
лученных снеков от форм. Луковые снеки элеватором (15) перемещаются в загру-
зочную часть фасовочно-упаковочного автомата (16), где происходит фасовка 
снеков в полиэтиленовую тару весом 40, 80, 120 грамм. Полученные упаковки на-
правляются на склад для хранения. 

 

 
Рисунок 5 – Аппаратурно-технологическая схема производства снеков из лу-

кового сырья 
 
Предлагаемый проект является привлекательным с экономической стороны, 

так согласно предварительному расчету экономической эффективности проекта 
срок окупаемости составляет  30 месяцев, рентабельность – 60%. Разработанная 
линия для производства снеков из лука может быть рекомендована для внедрения 
на предприятиях пищевой промышленности. 
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Аннотация: В работе рассмотрены основные аспекты развития кемпинг-
индустрии в России и Республике Крым. Кемпинг-индустрия способствует фор-
мированию внутренних туристических потоков, с учетом особенностей социаль-
но-экономического развития регионов, стимулирует развитие инфраструктуры, 
масштабированию туристических маршрутов, обеспечивает комфортное прожива-
ние в естественной среде обитания для любой целевой аудитории туристов, спо-
собствует созданию условий для развития бизнеса в туристической сфере. 

Ключевые слова: кемпинг, средства размещения, туризм, турист. 
 
Введение: В Российской Федерации активно развивается кемпинг-

индустрия, которая является неотъемлемой частью инфраструктуры экологиче-
ского, приключенческого, пляжного, сельского, автомобильного туризма. Опреде-
ляет вектор развития внутреннего туризма.  

По результатам Всероссийского центра изучения общественного мнения, 
туристические поездки по стране на своем или арендованном автомобиле в тече-
ние 2024 года совершали 32% граждан, 48% проявляют интерес к автотуризму. По 
данным онлайн-платформы RV Land, которая предоставляет базу данных кемпин-
гов России, установлено, что в 2024 г. количество владельцев домов на колесах  
составило 29,5 тысяч человек, 104 компании предоставляют прокат автодома или 
каравана. В Российской Федерации занимаются производством автодомов 99 ор-
ганизаций.  

Кемпинги предлагают бюджетный отдых — в собственной машине или ав-
тотрейлере, в палатке. Кемпинги могут располагаться на берегу моря, в горах. 
Большинство кемпингов представляют собой лагеря с разными возможностями 
для устройства, возможна установка палаточных городков [1, 2]. 

Размещение кемпингов возможно в локациях, где запрещено или невозмож-
но организовать капитальное строительство. Конкуренция среди кемпингов, спо-
собствует возникновению специализированных кемпингов: 

- экологические кемпинги или эко-кемпинги (при организации обслужива-
ния туристов соблюдаются экологические нормы); 

- автомобильные кемпинги или автокемпинги (обслуживаются туристы на 
автомобильном транспорте); 

- тематические кемпинги (предлагают отдых с тематической направленно-
стью, например, скалолазание, водные виды спорта, велосипедный туризм и др.); 
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- палаточные кемпинги (организован палаточный отдых без предоставления 
стационарного жилья); 

- кемпстоянки (предлагают временный отдых транзитным туристам)[3, 4]. 
По данным исследования, проведенного в 2023 году компанией «Кон-

тур.Фокус», активнее всего кемпинговый бизнес развивается в Краснодарском 
крае, где осуществляют деятельность 82 организации, в Москве – 79 организаций, 
в Башкортостане – 62, в Приморском крае – 46, Московской области – 44, Сверд-
ловской области – 43, Санкт-Петербурге – 41, замыкают десятку Республика Ал-
тай, Республика Крым и Карелия.  

Travelline - единая онлайн-платформа для управления гостиничным бизне-
сом информирует, что за 2023 год количество кемпингов на платформе выросло 
почти на 50%. 

В Республике Крым автотуризм также набирает обороты. Так, в 2024 году 
полуостров посетили 6,6 млн. туристов, 63% добирались через Крымский мост, 
11% через исторические регионы на автобусах и автомобилях. В ходе социологи-
ческих исследований проведенных Министерством курортов и туризма Республи-
ки Крым в период высокого туристского сезона 2023 года, для формирования 
«Портрета туристов» среди гостей полуострова, было опрошено более 4,3 тыс. 
гостей, 1% опрошенных – это туристы, которые отдыхали с палатками и в кемпин-
гах.  

По данным Управления Федеральной службы государственной статистики 
по Республике Крым и г. Севастополю за 2023 год, количество туристов, предпо-
читающих отдых в палатках, выросло на 15% по сравнению с предыдущим годом. 

В 2025 году власти Крыма ожидают роста турпотока на полуостров на 20%, 
а соответственно и требуется дальнейшее развитие кемпинг-индустрии.  

В соответствии с данными Министерства курортов и туризма республики 
Крым в перечень объектов инфраструктуры (кемпинги), расположенных на терри-
тории Республики Крым и предназначенных для размещения автотуристов в 2024 
году включено 21 объект, из них не функционирует 6. Кемпинги в Крыму имеют 
региональную индивидуальность, отличные между собой цены и условия. Пала-
точные «городки» работают на южнобережье, западном и восточном побережье 
Крыма. Большинство кемпингов Крыма предлагают базовую инфраструктуру: са-
нузлы, душевые, места для костров и приготовления пищи. Во многих есть кафе и 
магазины. Некоторые кемпинги оказывают дополнительные услуги - прокат ин-
вентаря, организация экскурсий, развлекательные мероприятия.  

 
Таблица 1 - Примеры кемпингов расположенных на территории Республики Крым 
№ Наименование 

Объекта / Фактический 
адрес 

Емкость 
объекта 

Стоимость размещения 

1 «Лазурный берег» 
/г.Евпатория, 
наб.Лазурная, 39 

100 машин Стоимость проживания - 
сутки 300 руб/чел.; пар-
ковка автомобиля – 150 
руб./сут.; подключение к 
электричеству – 150 
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руб./сут. 
2 Автокемпинг «В гостях у 

Джокера» / Раздольнен-
ский район 
с.Стерегущее, 
ул.Береговая,5 

200 машин Дома на колесах: 950р. 
Палатки: 850 руб. 
Номера: 1500-2000 
руб/сут. 

3 Кемпинг «Коронелли» / г. 
Феодосия, с. Береговое, 
ул. Коронелли, 8 

24 машины Стоимость размещения с 
проживанием в своей па-
латке, караване, кемпере: 
взрослый — 400 руб./сут; 
детский 3-12 лет – 250 
руб./сут; детский 0-2 лет – 
бесплатно. 
Стоимость стоянки транс-
порта в 
автокемпинге:  
караван или кемпер 
- 300 руб., автомобиль – 
100 руб., мотоцикл - 100 
руб. 

4 Аквапарк «Симеиз» кем-
пинг для 
автомобилистов и пеших 
туристов 
/ г. Ялта, пгт Симеиз, ул. 
Советская, 
80 

Количество 
трейлеров: 1 
Количество 
автомоби-
лей: 45 
Количество 
палаток: 60 

Взрослый – 400 руб/сут. 
Дети от 3 до 14 лет -200 
руб/сут. Дети до 3 лет – 
бесплатно. 
Животные - 300 руб. 
Размещение транспорта 
Автомобиль – 400 руб. 
Трейлер – 700 руб. 
Мотоцикл/мопед – 200 
руб. 
Прицеп – 300 руб. 

5 Кемпинг «NordCamping» / 
г. Феодосия, пгт. Щебе-
товка, ул 
Македонского дом 20 

30 машин Стоимость стоянки авто-
дома, жилого прицепа в 
сутки 500 руб. Стоимость 
стоянки легкового авто-
мобиля в 
сутки: 100 руб. Стоянка 
палатки, в сосновом бору 
200 руб. Бесплатно 
для детей до 5 лет. 

6 Экокемпинг «Робинзон» / 
г. Феодосия, пгт. 
Орджоникидзе ул. 
Дополнительная линия, 
3 

- Стоимость стоянки 
легкового автомобиля в 
сутки 200 руб. 
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Различные сайты дают противоречивую информацию о количестве и качест-

ве предоставляемых услуг кемпингами полуострова, так, на сайте ТурприютВым-
пел Палаточный лагерь https://campv.ru/forum-palatochnyiy-lager-kryim передает 
информацию о наличии 135 кемпингах в Крыму.  

С 2025 года законодательно закреплены некапитальные строения и соору-
жения в качестве средств размещения. Для повышения конкурентоспособности 
кемпинг-индустрии, а также для формирования высокого качества предоставляе-
мых услуг средств размещения, которые способствуют увеличению туристского 
потока, принято постановление Правительства Российской Федерации от 27 де-
кабря 2024 г. N 1951, в котором сформированы требования к классификации кем-
пингов, а также указаны виды обязательных услуг. От агрегаторов требуется пре-
доставление достоверной информации о средствах размещения с указанием ссыл-
ки на реестр средств размещений, который доступен на сайте Федеральной служ-
бы по аккредитации. 

Приверженцы самостоятельной организации отдыха способствует росту ко-
личества кемпингов. Для повышения эффективности управления деятельностью в 
сфере кемпинг-индустрии требуется формировать не только оптимальную цено-
вую политику, которая способствует повышению загрузки кемпингов, но и при-
менять возможности рекламы, расширять ассортимент предоставляемых услуг, 
совершенствовать законодательную базу, регулирующую организацию кемпинг-
индустрии. 
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Аннотация: Восстановление истории Керченского региона в годы Великой 

Отечественной войны 1941-1944 гг. Усилиями румынской армии на Керченском 
полуострове было восстановлено христианское богослужение. В селах Кенгез и 
Казантип Ленинского района Крыма школы были переоборудованы под храмы. В 
селе Ленинское построена церковь и освящена во имя Рождества Богородицы. А в 
селе Мама Русская Маяк-Салынского района Крыма восстановлен старообрядче-
ский храм. А также храмы в Керчи.  

Ключевые слова: Керчь, Керченский полуостров, православие, Румынский 
патриархат, Великая Отечественная война, старообрядцы.  

 
Введение: В 1941 г. Германия образовала рейхскомиссариат «Украина» во 

главе с Эрихом Кохом. Столицей был г. Ровно. Крым, часть рейхскомиссариата 
«Украина», вошел в Генеральный округ «Таврия». В этот округ, с центром в г. 
Мелитополь, также были определены южные районы Запорожской и Херсонской 
областей.  

Оккупационные власти воспользовались сложившейся ситуацией и пред-
приняли меры для подчинения религиозного движения в Крыму. В городах и рай-
онах Крыма были образованы органы самоуправления, в состав которых входило 
отделение культуры с подотделами образования, искусства, записи актов граж-
данского состояния и религии.  

К 1939 г. советская власть закрыла все храмы в Керчи и на Керченском по-
луострове. Между тем, в условиях оккупации и глубокой девальвации человече-
ской жизни, значительная часть местного населения снова обратилась к Богу. Это 
способствовало восстановлению значительного числа религиозных общин и мо-
литвенных домов христиан и мусульман.  

Под германской оккупацией на территории Украины и Белоруссии активи-
зировались Римская католическая церковь, Украинская автокефальная православ-
ная церковь, Украинская греко-католическая церковь. Епископы Российской пра-
вославной церкви Московского патриархата, оказавшиеся в оккупации, 18 августа 
1941 г. образовали Украинскую автономную православную церковь в канониче-
ской зависимости от Российской православной церкви Московского патриархата.  

Из всех христианских конфессий германские власти в целом по всему 
рейхскомиссариату «Украина» поддержали функционирование только одной 
конфессии - Украинской автономной православной церкви Московского патриар-
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хата [6]. Христианские общины Крыма, в том числе Керчи, вошли в состав этой 
церкви.  

Ситуация изменилась, когда в Крым вошли части Румынской армии. Румы-
ны были очень религиозны, представляли собой Румынскую православную цер-
ковь, и нуждались в отправлении религиозных треб. Учитывая тот факт, что насе-
ление СССР органами атеистического и материалистского Правительства было 
отлучено от церкви, румыны заново крестили советских людей. Так, «По сообще-
нию СД от 12 декабря 1942 г., в Крыму духовенство, сопровождавшее румынские 
войска, крестило 200 тысяч человек» [2, с. 115; 9, с. 55]. Таким образом, в Крыму 
возникло две конкурирующие христианские конфессии.  

Румыния уже получила от А. Гитлера территории Бессарабии, Северной Бу-
ковины, Винницкой, Одесской и Николаевской областей. Из трёх последних об-
ластей было образовано губернаторство Транснистрия. Однако учитывая терри-
ториальные претензии, Румыния хотела бы получить в управление ещё и Крым, 
сделав его продолжением губернаторства Транснистрия. Но претензии на моно-
полию Румынского Патриархата в Крыму были пресечены немецкими оккупаци-
онными властями. В 1943 году основная часть приходов отошла под юрисдикцию 
Украинской автономной православной церкви. Остальные – в юрисдикции Ру-
мынской православной церкви [7, с. 217-218].  

В 1942 г. немецкая армия готовила прыжок на Таманский полуостров для 
оккупации Северного Кавказа. В тылу оставались румынские части. Этим и вос-
пользовались власти Румынии для расширения своего присутствия в Крыму.  

Керченский полуостров оказался в сфере Румынского Патриархата. В 
Транснистрии была создана митрополия во главе с митрополитом Виссарионом. 
Митрополия разбита на три епархии. «В каждую из этих епархий были назначены 
епископы Румынской православной церкви» [6, с. 85-86].  

В августе 1942 года, через месяц после взятия Севастополя, в Симферополь 
из Бухареста прибыл румынский архиепископ Николай. Второго августа, в Ильин 
день, «в русско-греческой православной церкви архиепископ Николай совершил бо-
гослужение, на которое собралось много народа. Богослужение совершалось на 
русском, румынском и греческом языках» [6, с. 86].  

На Керченском полуострове, в Ленинском районе, в период оккупации дей-
ствовали три православных церкви, подчинявшихся Румынской православной 
церкви. Все эти церкви находились в Ленинском районе Крыма. 

Две из них румыны соорудили в 1942 г. «В деревнях Казантип и Кенгез в 
1942 году под церкви были переоборудованы здания школ» [6, с. 96, 87].  

Ещё одна в 1942 году была сооружена румынами в «посёлке Ленино» на 
месте разобранной ветхой церкви. Наименована во имя Рождества Богородицы. 
Катунин: «В 1943 году на территории Ленинского района Крыма, где активно 
действовали румынские оккупационные войска, по проекту румынских архитек-
торов, румынскими солдатами в поселке Ленино была построена православная 
церковь» [6, с. 96, 87].  

Здесь хотелось бы остановиться на кочующей ошибке. Нынешний посёлок 
«Ленино в тот период назывался посёлком «Семь Колодезей». В тоже время по-
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сёлком «Ленино» стали называть посёлок «Петровское», переименованный в по-
сёлок «Ленинское». Он и был центром Ленинского района Крыма. Именно в Ле-
нинском находился разрушенный храм в честь Рождества Богородицы.  

Учитывая прежнюю дату открытия храма, мы получаем: 1942 либо 1943 гг. 
Наиболее вероятной датой остаётся - 1942 г.  

В связи с тем, что на территории Крыма не оказалось священника, который 
мог бы организовать службу в храме Рождества Богородицы, в село Ленино [с. 
Ленинское – А. Б.] из станицы Ахтанизовской Краснодарского края насильно был 
переселён священник, отец Пётр Горбанев, который проводил службу в храме, 
вплоть до освобождения полуострова советскими войсками [6, с. 87, 99]. 

Однако в результате поиска обнаружилась ещё одна церковь, открытая ру-
мынами на территории восточной части Керченского полуострова, но уже в Маяк-
Салынском районе Крыма. Это церковь старообрядцев в с. Мама Русская.  

Во время второй оккупации возобновилась деятельность общины старооб-
рядцев, которая теперь открыто проводила службы. Но здание церкви в мае-
августе 1942 г. немцы использовали под конюшню [3, с. 93].  

В августе 1942 г. в дело вмешалась Румынская православная церковь. Пра-
вославное румынское командование, трепетно относившееся к церквям и распро-
странявшее свою церковную юрисдикцию на юге Украины, восстановило старо-
обрядческий храм, вновь освятило его и открыло как православную церковь. Учи-
тывая тот факт, что при советской власти и, особенно, в последние годы креще-
ний здесь не происходило, всю молодежь, всех детей и остальное население  ру-
мыны крестили в море в православной вере и ввели под омофор Румынского пат-
риархата. Богослужения в церкви возобновились, население села Мама Русская 
продолжало бесконфликтно трудиться в Рыбтресте [3, с. 93].  

Но в 1944 г. оборона немецко-румынских войск рухнула и откатилась на 
Турецкий вал, затем на Ак-Монайские позиции, и, наконец, на Феодосию.  

В октябре 1943 г., ожидая наступления Советской Армии, немцы собрали и 
депортировали всё население с. Мама Русская в Нижнегорский район Крыма. При 
отступлении немецкое командование отдало распоряжение разобрать церковь в 
селе Мама Русская. Таким образом, здание старообрядческой церкви было разру-
шено так, что остались только стены [3, с. 93].  

Нет значимой информации по деятельности Румынской православной церк-
ви в г. Керчи. Однако есть основания предполагать, что Храм Успения Пресвятой 
Богородицы, находящийся в посёлке Старый Карантин г. Керчи, тоже был открыт 
усилиями православных румынских священников в 1942 г. Так на столетие храма 
автор А. Герик пишет: «Также известно, что ещё до освобождения Керчи, оче-
видно во вторую оккупацию, в храме было возобновлено служение православными 
румынами, тогда бывшими союзниками Германии. И по сей день в Старом Ка-
рантине живут люди, которые были крещены православными румынскими свя-
щенниками»[5, с. 48-49]. На такой вывод как будто подталкивает косвенная ин-
формация о священнике, - о. Петре Горбаневе. Известно, что, отец Пётр Горбанев 
проводил службу в храме Рождества Богородицы, вплоть до освобождения полу-
острова советскими войсками в посёлке Ленинском [6, с. 87, 99].  
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Но при этом: «Горбанев Петр Федорович…, был вторым священником Вве-
денской церкви Керчи» [1, л. 106].  

Важную информацию для понимания хода событий сообщает Андрей Валя-
кин: «В Крыму находилось 49 священников. 9 человек были переселены немцами в 
Крым из Кубани; 1 – из Мелитополя и 1 – из Бессарабии. 11 человек в разные до-
военные годы отбывали наказание в виде заключения или высылки» [4]. То есть 
переселение священников с Кубани в Крым не было экстраординарным, указыва-
ет на серьезную потребность в проведении богослужения и на попытку решения 
вопроса православными румынами. Некоторых, например, как о. Петра Горбанева 
быстро посвящают в сан священника в 1942 г. и отправляют на Керченский полу-
остров [1, л. 106]. 

Это однозначно указывает на открытие храмов Керчи и полуострова в 1942 
г. 

И тогда, в 1942 г., начали функционировать храмы г. Керчи: Введенский, 
Афанасьевский и Успенский. Например, «В 1942 году в Керчи была открыта 
Афанасьевская церковь, расположенная по ул. Митридатской» [6, с. 93]. Откры-
тие храмов г. Керчи могло произойти в 1942 г., приблизительно в августе, уси-
лиями румынских православных священников. Позже, в конце 1942 г.или в начале 
1943 г. была открыта церковь Рождества Богородицы. Высадка немцев на Таман-
ский полуостров произошла в сентябре 1942 г. Следовательно, вывоз священни-
ков с Тамани мог пройти в сентябре-декабре 1942 г.  

В результате освобождения Крыма православные церкви, в которых прово-
дили службу священники Румынской православной церкви, остались без канони-
ческого общения с Бухарестом [6, с. 98-99]. Украинская автономная православная 
церковь была присоединена к Русской православной церкви.  

Таким образом, в 1942-1944 гг. Румынской православной церкви не удалось 
подчинить себе все церкви Крыма. Нам удалось выяснить, что с августа 1942 г. 
Керченский полуостров входил под омофор Румынского патриархата. С 1942 г. в 
Ленинском районе было таких три прихода (с. Кенегез, Казантип, Ленинское) и в 
Маяк-Салынском районе один приход (с. Мама Русская). Причём приход во имя 
Рождества Богородицы находился в с. Ленинское.  

Приходы в г. Керчи (Введенский и Афанасиевский) предположительно от-
носились к Украинской автономной православной церкви. Вероятно Храм Успе-
ния Пресвятой Богородицы, находящийся в посёлке Старый Карантин г. Керчи, 
также открыт православными румынскими священниками в 1942 г.  

Храмы г. Керчи были открыты, в том числе, при содействии Румынского 
Патриархата. Затем перешли в состав Украинской автономной православной 
церкви, и – в итоге – в состав Русской православной церкви Московского патри-
архата.  
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Примечания: 

- селение Кенгез переименовано в селение Красногорка Ленинского района 
Крыма.  

- селение Казантип переименовано в селение Мысовое Ленинского района 
Крыма.  

- селение Мама Русская переименовано в селение Курортное Ленинского 
района Крыма.  
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Аннотация: В данной работе рассмотрены основные аспекты современного 

маркетинга, а именно персонализация и клиентоориентированность. 
Ключевые слова: маркетинг, персонализация, клиентоориентированность, 

опрос. 
 
Введение: Современный маркетинг основан на изучении поведения потре-

бителей и его системы ценностей и исходит из того, что потребитель приобретает 
не товары, услуги, а стремится удовлетворить потребности, получить выгоды, 
ценности. [3] В условиях высокой конкуренции компании, которые умеют адап-
тировать свои предложения под нужды конкретного клиента, получают значи-
тельное преимущество. Именно поэтому персонализация и клиентоориентирован-
ность стали ключевыми аспектами успешного бизнеса в современном мире.  

С другой стороны, в эпоху изобилия информации и широкого выбора това-
ров и услуг клиентам становится всё труднее находить то, что действительно от-
вечает их потребностям. На этом фоне персонализация и клиентоориентирован-
ность становятся не просто модными трендами, а необходимыми стратегиями для 
успешного ведения бизнеса. 

В рамках данной работы рассмотрим такие понятия, как персонализация и 
клиентоориентированность, а также их особенности, на основании проведенного 
опроса населения определим методы повышения эффективности персонализации 
и клиентоориентированности. 

Рассмотрим понятия персонализации и клиентоориентированности подроб-
нее. Персонализация подразумевает создание особого, индивидуального опыта 
для каждого клиента: индивидуальный подход к продуктам и услугам, используя 
данные о предпочтениях и привычках клиентов. С точки зрения электронной 
коммерции персонализация включает автоматическое изменение веб-страниц для 
соответствия потребностям, интересам, знаниям, целям или задачам отдельного 
пользователя, а также формы сбора данных о потребителях для формирования ре-
комендаций по продуктам. В современном мире многие компании используют ал-
горитмы анализа данных, чтобы предложить клиентам товары, которые соответ-
ствуют их интересам. Таким образом, каждый покупатель получает уникальное 
предложение, которое значительно увеличивает вероятность покупки. [2] 
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Персонализация сокращает дистанцию между клиентом и компанией, помо-
гает завоевать его доверие и лояльность. 

Клиентоориентированность, в свою очередь, подразумевает не только вни-
мание к запросам клиента, но и активное вовлечение его в процесс, способность 
бизнеса ставить клиента в центр всех своих процессов. Что не ограничивается 
лишь высоким уровнем обслуживания, а также включает в себя активный анализ 
потребностей клиентов, получение обратной связи и внедрение её в бизнес-
практику. Компании, ориентированные на клиента, способны не только удовле-
творять текущие потребности, но и предугадывать будущие запросы, создавая тем 
самым конкурентное преимущество. [1] 

Клиентоориентированный подход строится на определённых принципах: 
• Желание удивить клиента и предвосхитить ожидания: то есть сделать 

чуть больше, чем ждал покупатель в данный момент. 
• Проявление эмпатии: нужно смотреть на мир глазами потребителя, 

понимать его потребности и, отталкиваясь от них, строить продукт.  
•  Желание помогать и заботиться: с помощью покупки товара или ус-

луги люди решают проблемы или удовлетворяют потребности. Задача бизнеса — 
облегчить жизнь покупателя.   

Совместное использование принципов персонализации и клиентоориенти-
рованности позволяет формировать более глубокие отношения с клиентами. Сча-
стливые и лояльные покупатели становятся не только постоянными клиентами, но 
и распространителями информации о бренде, рекомендуя его друзьям и знако-
мым. Это, в свою очередь, способствует росту клиентской базы и увеличению до-
ходов. 

Однако стоит отметить, что внедрение и поддержание персонального под-
хода и клиентоориентированности требует инвестиций как в технологии, так и в 
обучение персонала. Организации должны быть готовы к изменениям в своей 
культуре, фокусируясь на клиентах и их потребностях. 

Чтобы узнать предпочтения населения по поводу персонализации и клиен-
тоориентированности и тем самым определить меры повышения их эффективно-
сти, был проведен опрос на эту тему. 

Ответ респондентов на вопрос: «Какие аспекты персонализации для вас 
важны?» представлен на рисунке 1. 
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Рисунок 1 - Ответ респондентов на вопрос: «Какие аспекты персонализации 

для вас важны?», % 
 
Ответ на второй вопрос из опроса представлен на рисунке 2. 

 
 
Рисунок 2 - Ответ респондентов на вопрос: «Через какие каналы коммуни-

кации вы предпочитаете получать информацию?», % 
 
Ответ респондентов на вопрос: «Что из перечисленного повлияет на ваше 

решение о покупке в положительную сторону?» представлен на рисунке 3. 
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Рисунок 3 - Ответ респондентов на вопрос: «Что из перечисленного повлия-

ет на ваше решение о покупке в положительную сторону?», % 
 
Исходя из ответов респондентов можно сделать следующие выводы. 
Ответ респондентов на вопрос: «Какие аспекты персонализации для вас 

важны?» показал, что наиболее важным в персонализации для клиентов является 
предоставление индивидуальны скидок, бонусных баллов. Также покупатели об-
ращают внимание на индивидуальные предложения на основе предпочтений, та-
кие предложения могут значительно повысить шанс покупки, так как компания 
уже знает, что хочет потребитель и предлагает это ему. Стоит также обратить 
внимание и на обращение по имени к покупателю, так как это увеличивает его 
значимость и индивидуальность, поэтому потребитель охотнее пойдет на покуп-
ку.  

Ответ респондентов на вопрос: «Через какие каналы коммуникации вы 
предпочитаете получать информацию?» показал, что покупатели предпочитают 
получать информацию о продукте в большинстве своем через социальные сети. 
Скорее всего потому, что большое количество времени клиенты проводят именно 
в социальных сетях. Также стоит обратить внимание на такой канал, как почта 
mail.ru. На почте легче обратить внимание на какие-либо предложения от компа-
ний, в отличие от социальных сетей, где количество показанной информации 
больше. 

Ответ респондентов на вопрос: «Что из перечисленного повлияет на ваше 
решение о покупке в положительную сторону?» говорит о том, что отзывчивый и 
хорошо идущий на контакт консультант является большим фактором для покупа-
теля в пользу покупки. На втором месте идет наличие программы лояльности 
клиента. Покупатель за второй покупкой вернется с большей вероятностью туда, 
где у него есть бонусная карта, поэтому данный инструмент важен как для бизне-
са, так и для клиента (он получает скидку). 
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Таким образом, можно сказать, что тренд на персонализацию — не дань 
моде, а полезный инструмент для процветания бизнеса в условиях конкуренции. 
Правильная интеграция персонализации и клиентоориентированности способст-
вует не только повышению уровня удовлетворенности клиентов, но и укреплению 
их лояльности, что является фундаментом долгосрочного успеха бизнеса. 

Не менее важным является то, что персонализация и клиентоориентирован-
ность — это не просто инструменты маркетинга, а целая философия бизнеса. 
Компании, которые умеют адаптироваться и принимать во внимание индивиду-
альные потребности клиентов, имеют все шансы на успех в условиях современно-
го рынка. 
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Аннотация: В данной статье рассматривается взаимосвязь результатов 

функционирования  пассажирской транспортной инфраструктуры и  развития ре-
гионального отраслевого комплекса на основе  анализа структуры валового ре-
гионального продукта с выделением транспортного сектора. На примере крупной 
городской агломерации рассматриваются перспективы проблемы планирования и 
развития пассажирских перевозок и транспортной инфраструктуры.  

Ключевые слова: пассажирский транспорт, валовый региональный про-
дукт (ВРП), транспортировка и хранение, транспортная инфраструктура. 

 
Введение: Исторически с момента своего возникновения г. Новосибирск 

играл роль крупного транспортного и распределительного центра. Новосибирская 
область, помимо географического центра округа, является крупнейшим транс-
портно-логистическим  узлом Сибири, опорным пунктом транспортно-
логистической системы, основы которой были заложены во времена строительст-
ва Транссибирской магистрали. Магистральные железнодорожные пути (Транс-
сибирская, Туркестано-Сибирская, Среднесибирская магистрали), региональные 
автодороги (Р-258 – автодорога «Байкал»; Р-256 – Чуйский тракт), а также авто-
дороги местного значения являются ключевыми элементами транспортной ин-
фраструктуры Сибирского региона и  связующим звеном между Северо-
Восточным Казахстаном и Южным Кузбассом, Алтайским краем и Томской обла-
стью. Выходя на Северную широтную магистраль, автодороги предопределяют 
инвестиционную привлекательность Сибирского федерального округа (СФО) [5]. 

В настоящее время транспортный комплекс области располагает локальны-
ми центрами накопления, обработки и распределения грузопотоков и пассажиро-
потоков, с комплексами складских и таможенных терминалов, железнодорожных 
станций-терминалов, вокзалов, аэропортов, вследствие чего выполняет функции 
концентрирующего и распределяющего узла [1]. В том числе и  пассажирский 
транспорт, включая автобусы, трамваи, метрополитен и пригородные поезда, иг-
рает ключевую роль в интеграции различных районов города и области, влияя на 
распределение жилой застройки и коммерческих объектов, а, следовательно, и на 
экономическое развитие Новосибирской области, непосредственно влияя на вало-
вый региональный продукт (ВРП).  

Актуальность выбранной темы исследования обусловлена тем, что рост 
численности населения и развитие экономики приводят к увеличению потребно-
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сти в пассажирских перевозках, при этом развитие общественного транспорта и 
внедрение альтернативных видов транспорта, таких как электрический транспорт 
(трамваи, троллейбусы и метрополитен), может способствовать снижению на-
грузки на экологию и улучшению качества жизни населения. Оценка воздействия 
пассажирского транспорта на территориальное развитие и качество городской 
среды позволит выявить проблемные зоны и определить приоритетные направле-
ния развития транспортной инфраструктуры, что будет способствовать устойчи-
вому развитию региона, и как следствие росту валового регионального продукта 
Новосибирской области. 

По данным Сибирского главного управления Банка России в отраслевой 
структуре экономики Новосибирской области доминируют промышленность, оп-
товая и розничная торговля, операции с недвижимым имуществом, транспорти-
ровка и хранение (рис.1). Эти отрасли формируют две трети валового региональ-
ного продукта (ВРП), при этом доля транспорта составляет 11,2%, и занимает 4 
место в структуре. 

 
Рисунок 1 – Структура ВРП за 2022 г. [2], %  

 
Развитие транспортной системы в городе оказывает положительное влияние 

на экономический рост, поскольку обеспечивает доступность рабочих мест и по-
вышает мобильность населения. Это, в свою очередь, увеличивает уровень заня-
тости и производительность труда. Кроме того, эффективная организация пасса-
жирских перевозок способствует улучшению качества жизни населения. Совре-
менный, быстрый и комфортабельный транспорт способен минимизировать время 
на перемещение, что позволяет гражданам сконцентрироваться на профессио-
нальной деятельности и образовательном процессе, повышая тем самым уровень 
благосостояния граждан. Современные требования к инфраструктуре у активной 
части населения крупных городов все чаще склоняются в сторону удобства и 
комфорта. Увеличение уровня доходов населения будут и дальше склонять чашу 
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весов в этом направлении. Однако, если рассматривать разные сегменты пользо-
вателей транспортных услуг приоритет может несколько меняться. 

Например, студенты, обучающиеся в высших учебных заведениях и ищу-
щие работу, приоритетным критерием для трудоустройства могут считать бли-
зость связи «Дом-Вуз-Работа-Дом». Следовательно, чем эффективнее транспорт-
ная составляющая данной связи, там больше вероятность для предприятия при-
нять более квалифицированных молодых специалистов. 

Интеграция общественного транспорта с другими видами передвижения иг-
рает важную роль в повышении эффективности логистических процессов, что, в 
свою очередь, оказывает прямое воздействие на развитие бизнеса. Рост пассажи-
ропотока приводит к расширению покупательской способности, создавая допол-
нительные рабочие места в различных отраслях экономики, таких как сфера ус-
луг, торговля и строительство. Более тесная взаимосвязь между общественным 
транспортом и другими видами передвижения позволяет оптимизировать мар-
шруты и время движения, снижая издержки и увеличивая скорость доставки това-
ров и услуг. Это, в свою очередь, стимулирует развитие предпринимательства и 
создание новых предприятий, которые могут воспользоваться преимуществами 
улучшенной логистики.  

Однако с увеличением пассажиропотока возникают и проблемы — пробки, 
старение подвижного состава, необходимость модернизации систем. Важно ори-
ентироваться на устойчивое развитие, внедряя инновационные решения и совер-
шенствуя существующие транспортные маршруты для повышения качества го-
родской среды и формирования комфортной жизни для жителей региона. 

Развитие пассажирского транспорта также может стать катализатором для 
реализации больших инфраструктурных проектов. Строительство новых станций, 
маршрутов и модернизация подвижного состава требует инвестиций и создания 
рабочих мест в строительной и обслуживающей сферах. Такие проекты становят-
ся стимулом для экономического роста и возможности повышения уровня жизни 
населения. 

Наконец, современная и эффективная система пассажирского транспорта 
значительно снижает уровень загрязнения и улучшает экологическую обстановку. 
Уменьшение числа автомобилей на дорогах и рост электрического пассажирского 
транспорта способствует снижению выбросов углекислого газа и других вредных 
веществ, что, в свою очередь, улучшает здоровье населения и увеличивает его 
производительность.  

Опыт реализации активной политику в области электрического транспорта 
показывают такие страны как Китай, Германия, Великобритания, США и Япония. 
Согласно правительственным инициативам Китая, в 2025 году до 80% используе-
мых официальных автомобилей будут переведены на электромобили, а также ак-
тивно развивается общественная зарядная инфраструктура. Одна из мер, которая 
этому способствует, это взаимодействие местных органов власти с производите-
лями. Например, BYD Company Limited (от англ. Build Your Dreams, «построй 
свои мечты» – китайская компания, занимающаяся производством автомобилей, 
аккумуляторов, электроники и другой продукции) сделала Шэньчжэнь первым 
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городом в мире, где парк общественных автобусов был полностью электрифици-
рован. 

В городе Новосибирск, для улучшения транспортной инфраструктуры Со-
вет депутатов принял решение от 26.09.2018г. №660 «О программе комплексного 
развития транспортной инфраструктуры города Новосибирска на 2018 - 2030 го-
ды». Цель данной программы сбалансированное, перспективное развитие транс-
портной инфраструктуры города Новосибирска в соответствии с потребностями в 
строительстве, реконструкции объектов транспортной инфраструктуры местного 
значения [3].  

Администрацией были разработаны три сценария и пять подсценариев раз-
вития, каждый из которых содержал свой набор мероприятий. Программа должна 
была задать приоритетность тех или иных транспортных объектов в Новосибир-
ске. Следует заметить, что данная программа охватывает большое количество 
проблемных участков в системе городского транспорта Новосибирска. Начиная от 
строительства станций метрополитена (рис.2), трамвайных и троллейбусных ли-
ний и обновления парка подвижного состава, и заканчивая транспортными раз-
вязками, платными парковочными пространствами и выделенными полосами. К 
сожалению, как мы видим на 2025 г., кроме строительства Центрального моста и 
станции «Спортивная», почти ничего из мероприятий Программы не реализуется. 
Основной причиной данной проблемы считают нехватку финансирования со сто-
роны государства, а так же отсутствие собственной экономической базы за счет 
традиционной убыточности городского пассажирского транспорта. 

Подводя итоги можно сказать, что транспортный комплекс Новосибирской 
области является одним из важнейших элементов инвестиционной привлекатель-
ности региона. Расположение региона выступает сегодня катализатором многих 
социально-экономических процессов в области, в том числе в значительной сте-
пени — развития ряда производств региона. Особое внимание необходимо уде-
лить развитию электрического городского транспорта (трамваи, троллейбусы и 
метрополитен), что  будет способствовать улучшению не только экологии города 
и транспортной доступности для населения, но и качеству жизни. 

При этом решение вопросов транспортной доступности невозможно без 
слаженного взаимодействия транспортных компаний с местными и государствен-
ными органами управления. Дальнейшее развитие внутригородского и пригород-
ного транспорта должно учитывать интересы, как производств, так и отдельных 
сегментов пользователей транспортных услуг. Эффективное управление транс-
портной системой и её модернизация в современном мире требуют комплексного 
подхода, что позволит максимально реализовать потенциал региона. Таким обра-
зом, пассажирский транспорт не только будет связывать людей и территории, но и 
являться важным катализатором экономического роста, способствуя повышению 
ВРП региона. 
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Рисунок 2 – Схема развития метрополитена до 2030 года [4] 
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Аннотация: данная работа посвящена исследованию проблемы цифрового 

неравенства населения в условиях глобальной цифровизации. В рамках работы 
анализируется доступность интернет ресурса и уровень цифровой грамотности в 
различных субъектах Российской Федерации, выявляются субъекты лидеры и 
аутсайдеры. Результаты исследования могут быть использованы для разработки и 
совершенствования государственных программ в области цифрового развития и 
социальной политики, способствующих формированию современного цифрового 
общества. 

Ключевые слова: цифровизация, цифровой разрыв, неравенство, Россий-
ская Федерация. 

 
Введение: На сегодняшний день цифровизация является мировым трендом 

и неотъемлемой частью жизни современного общества, т.к. данный процесс ока-
зывает значительное влияние на все сферы жизни, включая экономику, образова-
ние, здравоохранение, а также предоставление государственных и муниципаль-
ных услуг. Цифровизация представляет собой огромный потенциал для ускорения 
экономического роста, автоматизации многочисленных операций и повышению 
качества жизни населения. 

Однако вместе с глобальным трендом «цифровизации» возникают и серьез-
ные риски: утечка данных, киберугрозы, отсутствие цифровых кадров, технологи-
ческие сбои и т.д. Так же одной из самых ключевых проблем современности явля-
ется цифровое неравенство или же «цифровой разрыв» населения, который нега-
тивно сказывается на социальном равенстве населения. 

Цифровой разрыв – неравенство в доступе и использование современных 
информационно-коммуникационных технологий (ИКТ) (включая интернет, ком-
пьютеры, мобильные устройства, а также цифровые услуги). Т.е. преимущества 
цифровой эпохи распределяются и внедряются в жизнь граждан неравномерно, 
создавая или усугубляя существующее неравенство в обществе. 

Цифровая трансформация является одной из основных национальных целей 
развития Российской Федерации на период 2030 года и на перспективу до 2036 
года, утвержденной указом Президента № 309 от 07.05.2024 г. [1]. Также с 1 янва-
ря 2025 года свою реализацию начнет новый национальный проект «Экономика 
данных», пришедший на смену национальному проекту «Цифровая экономика». 
Его ключевой целью является комплексное решение всех проблем, возникающих 
при развитии цифровых технологий и их внедрения во все сферы государства. 
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Одной из задач проекта будет повышение цифровой грамотности населения и 
снижение цифрового неравенства. 

Согласно данным исследования 2022 года, проводимого Институтом стати-
стических исследований и экономики знаний, субъекты РФ значительно отлича-
ются по доли домохозяйств, имеющих доступ в интернет, а также по навыкам на-
селения использования цифровых технологий и интернет ресурса. Субъекты ли-
деры по показателю доступа в интернет представлены на рис. 1. 

 
 
Рисунок 1- Субъекты лидеры по показателю доступа в интернет 
Источник: составлено автором на основе [3] 
 
Как можно заметить, субъекты лидеры по доли домохозяйств, имеющих 

доступ в интернет, не являются лидерами по уровню цифровых навыков населе-
ния. Например, первую позицию по доступу имеет Ямало-Ненецкий автономный 
округ, однако граждане, проживающие на данной территории, характеризуются 
низким уровнем навыков использования в повседневной жизни возможностей 
информационного пространства. Причинами тому являются: цифровой разрыв 
между поколениями, разница в качестве доступа, образовании, развитии инфра-
структуры, а также отсутствие программ обучения цифровым навыкам. 

Также в 2023 г., согласно результатам цифрового диктанта, индекс цифро-
вой грамотности россиян составил 6,43, что на 0,34 больше чем в 2021 г. [2]. Все-
го в тестировании навыком приняли участие 1,8 млн. человек и 87 субъектов РФ 
(рис. 2). 
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Рисунок 1- Субъекты лидеры  и субъекты-аутсайдеры по индексу цифровой 

грамотности населения 
Источник: составлено автором на основе [2] 
   
Согласно данным (рис. 2) субъекты Северо-западного федерального округа 

демонстрируют высокие показатели цифровой грамотности (средний балл 6,73). В 
то время как регионы Северо-кавказского остаются на более низких позициях 
(средний балл 6,09). В целом лидерами являются: Москва, Республика Карелия, 
Астраханская и Воронежская область. Здесь отмечено повсеместное распростра-
нение доступа в интернет в домашних хозяйствах, которое сочетается с довольно 
высоким уровнем цифровых навыков населения. Отстающие субъекты: Чукот-
ский автономный округ, Республики Дагестан, Ингушетия, Тыва, Чечня. В дан-
ных регионах тоже высокая доля подключения и регулярное использование насе-
лением интернет ресурса, однако, уровень цифровых навыков граждан очень низ-
кий. Т.е. субъекты-лидеры по цифровым навыкам получают новые возможности, 
что способствует их дальнейшему развитию, в то время как аутсайдеры остаются 
в ограниченных условиях. 

Можно сказать, что существует две крупные проблемы цифрового неравен-
ства: физический и технический барьер. Если первая проблема постепенно реша-
ется и с каждым годом  все больше домохозяйств подключаются к интернету, то 
со второй проблемой все гораздо сложнее, т.к. здесь существенную роль играют 
социально-экономические факторы (низкий доход и т.д.) и демографические фак-
торы (возраст, инвалидность). Для преодоления технического и цифрового барье-
ра необходим комплексный подход,  направленный на реализацию целевых про-
грамм по повышению цифровой грамотности населения, а также адресную под-
держку отстающим регионам. 

Таким образом, в современных условиях, когда цифровая трансформация 
экономики и общества является необратимым и стремительно развивающимся 
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процессом, отставание регионов и неравномерное развитие может привести к 
усилению социальной напряженности. Данная проблема препятствует формиро-
ванию полноценного цифрового общества, которое могло бы в полной мере ис-
пользовать преимущества ИКТ в своей повседневной жизни. На сегодняшний 
день цифровое неравенство создает дополнительные барьеры для развития инно-
ваций, снижает конкурентоспособность экономики и ограничивает потенциал че-
ловеческого капитала. Также усиливающееся неравенство вызывает социальную 
нестабильность и создает угрозу для устойчивого развития, как  отдельных регио-
нов, так и для всей страны в целом. 
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Аннотация: статья посвящена изучению практики развития персонала, 
предполагающей обмен знаниями и опытом между сотрудниками, обучение в 
формате «равный-равному» (peer-to-peer). Рассмотрены основные peer-to-peer-
инструменты развития: наставничество, баддинг, менторинг, коучинг, карьерное 
консультирование, работа профессиональных сообществ, обучение под руково-
дством внутренних тренеров. Определяются сущность, сходства и различия, пре-
имущества и недостатки peer-to-peer-инструментов развития персонала, приво-
дятся примеры их реализации.  

Ключевые слова: баддинг, внутреннее тренерство, карьерное консультиро-
вание, коучинг, менторинг, наставничество, peer-to-peer-инструменты.  

 
Введение: Обучение является одним из важнейших направлений работы с 

персоналом, от эффективности реализации которого зависит состояние человече-
ского капитала организации [2, с. 551-552]. В современном быстро меняющемся 
мире бизнеса традиционные методы обучения персонала часто оказываются не-
эффективными. В связи с этим поиск новых подходов к развитию, которые обес-
печивают гибкость, актуальность знаний и высокий уровень вовлеченности пер-
сонала, продолжается.  

Успешный опыт обучения персонала в крупных корпорациях показывает 
широкое использование модели «70:20:10», где 70% времени отводится на полу-
чение опыта на рабочем месте; 20% образовательных результатов достигается че-
рез взаимодействие с другими людьми (коллегами, менторами, наставниками); 
10% нужных знаний приобретается через традиционные методы обучения: лек-
ции, семинары курсы повышения квалификации и другие [4]. 

В данной статье речь пойдет об образовательной концепции peer-to-peer 
(P2P-обучение, совместное обучение, взаимное обучение), которое обеспечивает 
20% образовательных результатов по модели «70:20:10». 

Обучение в формате «peer-to-peer» основывается на обмене знаниями и 
опытом между сотрудниками одного уровня, то есть организуется по принципу 
«равный – равному». Равными обычно считаются участники образовательного 
процесса, которые находятся примерно на одном уровне организационно-
управленческой иерархии компании. Между ними нет жесткого административ-
ного подчинения, поэтому в P2P-обучении нет места ни наставлениям, ни указа-
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ниям [5], что создает более естественную и эффективную среду для обучения, ос-
нованную на принципах уважения друг к другу, поддержки и взаимопомощи. 

К основным peer-to-peer-инструментам развития персонала относятся: на-
ставничество, баддинг, менторинг, коучинг, карьерное консультирование, про-
фессиональные сообщества, обучение с привлечением внутренних тренеров.  

Данные форматы объединяет более неформальный характер образователь-
но-развивающих активностей по сравнению с программами формального обуче-
ния. Однако обозначенные P2P-инструменты не тождественны и отличаются друг 
от друга следующими параметрами: 
− генеральная цель (адаптация; вводное обучение, профессиональное  

и личностное развитие, активизация саморазвития, управление карьерой, про-
фессиональное общение и т.д.); 

− степень директивности (жесткая, умеренная, мягкая); 
− характер подготовки обучающих (специализированная, общая); 
− уровень ответственности обучающихся (высокий, средний, низкий); 
− продолжительность (краткосрочная, среднесрочная, долгосрочная). 

В табл. 1 представлена характеристика P2P-инструментов развития персо-
нала и приведены примеры организаций, использующих их. Для иллюстрации 
разнообразия компаний, применяющих peer-to-peer-инструменты, в табл. 1 указан 
список не повторяющихся наименований организаций. Однако результаты иссле-
дования показывают, что ведущие компании используют сразу несколько форма-
тов P2P-обучения. В качестве основного источника информации о практиках кор-
поративного обучения и развития персонала выступила нефинансовая отчетность 
компаний за 2022-2023 гг. 

 
Таблица 1 – Peer-to-peer инструменты развития персонала 

Peer-to-peer инст-
румент 

Характеристика Организация 

1 2 3 
Наставничество  Обучение под руководством наиболее 

опытных и профессионально подготовлен-
ных работников, направленное на содейст-
вие новым сотрудникам  
в быстрой адаптации к рабочему месту,  
в достижении требуемого уровня квалифи-
кации и комфортному вхождению  
в коллектив 

ОМК 
Роснефть 
ВымпелКом 
РЖД 
АЭБ 

1 2 3 
Баддинг  Дружеская поддержка нового сотрудника  

со стороны работника-бадди, который по-
могает новичку интегрироваться  
в компанию: делится полезными советами, 
рассказывает о корпоративной культуре, 
поддерживает эмоционально  

СберСтрахование 
МКБ 
Уралхим 
Яндекс 
Вимм-Биль-Данн 
 

Менторинг  Метод профессионального и личностного 
развития человека (менти), нацеленный на 
создание возможностей для развития, рас-

Полиметалл 
VK 
ВТБ 
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крытия потенциала через накопленную 
мудрость более опытного (ментора) 

СИБУР 
Магнит 

Коучинг Технология активизации саморазвития  
и самообучения ученика, стажера или спе-
циалиста, поставленного в управленческий 
резерв. Коуч не обучает, он развивает, опи-
раясь на сильные качества  
и компетенции человека, и задает вопросы, 
с тем чтобы человек самостоятельно нашел 
ответы и решил проблему [3, с. 219-220]. 

Ростелеком 
Гарант-Инвест 
QIWI 
СБЕР 
ГК ДЕЛО 

Карьерное кон-
сультирование 

Вид поддержки, оказываемой консультан-
тами из числа специалистов компании (ча-
ще всего HR) своим внутренним клиентам 
(работникам), чтобы помочь им в решении 
проблем развития карьеры, включая выбор 
(смену), освоение, адаптацию и продвиже-
ние  
в профессиональной сфере [1, с. 28] 

Ростелеком 
Норникель 
Ак Барс Банк 
Уралкалий 
Росатом 

Профессиональные 
сообщества  

Объединения специалистов – представите-
лей одной профессиональной группы, орга-
низующие совместные мероприятия на ре-
гулярной основе 
с целью поддержания деловых коммуника-
ций, генерации новых идей, взаимного обу-
чения и обмена лучшими практиками в со-
ответствии с бизнес-задачами компании 

BIOCAD 
Самолет 
Московская биржа 
МТС 
Мосинжпроект 

Обучение  
с привлечением 
внутренних экс-
пертов, тренеров 

Обучение, проводимое для сотрудников 
компании ее же представителями – дейст-
вующими работниками, обладающими глу-
бокой экспертизой в предметной области  
и прошедшими специальную методологиче-
скую подготовку  

АЛРОСА 
Металлоинвест 
Роснефть   
Лента  
Норникель 

 
Исходя из анализа данных табл. 1 становится ясно, что компании различной 

отраслевой принадлежности (металлургическая и горнодобывающая промышлен-
ность, нефтегазовое производство, энергетика, строительство, телекоммуникации 
и связь, финансы, транспорт, здравоохранение, торговля и т.д.) оценили большой 
образовательный потенциал P2P-инструментов.   

Среди преимуществ использования обучения и развития персонала по 
принципу peer-to-peer можно выделить следующие: 
− сохранение, трансфер и воспроизводство внутренней экспертизы: обеспечива-

ется преемственность между различными поколениями сотрудников внутри 
компании; 

− развитие надпрофессиональных навыков и формирование осознанного подхода 
к учебной деятельности: как обучающие, так и обучающиеся в процессе обу-
чения «на равных» формируют и совершенствуют универсальные, мягкие ком-
петенции (эффективное общение, эмоциональные интеллект, эмпатия, команд-
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ная работа, критическое мышление, управление знаниями, тайм-менеджмент и 
т.д.); 

− повышение уровня вовлеченности сотрудников в процесс обучения: устойчи-
вый интерес к развитию формируется за счет передачи личного опыта обу-
чающих, своевременного предоставления актуальных знаний; 

− ускоренное освоение знаний: коммуникация с коллегами способствует быст-
рому усвоению информации; 

− формирование у обучающихся большего доверия к контенту: знаниями делятся 
коллеги, только более опытные;  

− укрепление командного духа: обмен мнениями во время обучения способству-
ет взаимопониманию и улучшает психологический климат в коллективе; 

− экономическая выгода: данное обучение часто обходится дешевле, чем тради-
ционные методы, так как не требует дополнительных финансовых вложений; 

− гибкость и адаптивность: программы P2P-обучения и развития легко адапти-
руются под нужды конкретной компании и меняющиеся потребности; 

− внедрение инноваций: организация эффективного функционального и кросс-
функционального взаимодействия способствует генерации новых идей. 

Несмотря на немалое количество плюсов, у P2P-инструментов имеется и 
ряд недостатков:  
− невозможность полного контроля за процессом обучения и развития; 
− зависимость качества обучения от уровня подготовки обучающих; 
− временные затраты со стороны опытных сотрудников, которые реализуют про-

граммы обучения и развития; 
− потенциальные конфликты между сотрудниками. 

Итак, использование в современных организациях peer-to-peer-
инструментов для развития сотрудников представляет собой инновационный и 
эффективный подход к повышению уровня профессиональной квалификации, со-
вершенствованию личностных и деловых качеств. Эти инструменты способству-
ют созданию культуры сотрудничества и обмена знаниями, что, в свою очередь, 
усиливает командный дух и вовлеченность сотрудников. Путем активного взаи-
модействия и поддержки коллеги могут делиться опытом, получать обратную 
связь и развивать навыки, необходимые для успешной работы. Важно отметить, 
что для достижения максимальной эффективности развития персонала в формате 
«peer-to-peer» необходимо создать соответствующую инфраструктуру и культуру 
внутри компании. Руководству следует активно поддерживать и поощрять обра-
зовательные инициативы, обеспечивая доступ к ресурсам и выделяя время для 
взаимодействия между сотрудниками.  
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Аннотация. Статья посвящена анализу демографической ситуации в России 

за период с 2010 по 2023 годы. По показателям уровня рождаемости и уровня 
смертности произведено распределение регионов РФ по кластерам в каждый год 
из изучаемого временного периода. Кластеризация осуществлялась в среде про-
граммирования Python.   

Анализ данных о рождаемости и смертности в целом по РФ показывает, что 
с 2016 года наблюдается снижение рождаемости, а с 2020 года число смертей 
превышает число рождений. Региональный же анализ демонстрирует значитель-
ные различия в уровнях рождаемости и смертности по субъектам РФ. 

 
Ключевые слова: демографическая ситуация, коэффициент уровня рож-

даемости, коэффициент уровня смертности, кластерный анализ. 
 

Введение: На сегодняшний день демографические процессы считаются од-
ними из ключевых факторов, влияющих на общественное развитие наряду с эко-
номическими, политическими, социальными и культурными [1,2,3]. Основные ха-
рактеристики этих процессов – количество населения, распределение по террито-
рии и состав. Демографические показатели необходимы для анализа и изучения 
изменений в обществе; они позволяют объяснить механизмы воспроизводства на-
селения и прогнозировать развитие [4,5,6]. 

Для решения вопроса спецификации математических моделей рождаемости 
и смертности будем помимо абсолютных показателей (численность населения, 
количество рождений и смертей) рассчитывать относительные показатели на 1000 
человек населения [6]. Обозначим через t)(δ  коэффициент рождаемости (смерт-
ности) – относительный показатель, задающий отношение числа (t)L  родившихся 
(умерших) на изучаемой территории к средней численности населения )t(ρ  этой 
территории за промежуток времени t : 
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 1000
)t(

(t)t)( ⋅=
ρ

δ L
.  (1) 

Значения показателей рождаемости и показателей смертности в разных ре-
гионах РФ существенно отличаются, что обусловлено особенностями развития 
этих регионов. Исследования в этой области можно найти, например, в работах 
[7,8,9]. В этой связи задача распределения регионов по кластерам актуальна; ее 
решение позволяет комплексно оценивать текущую демографическую ситуацию, 
улавливать динамику изменений, прогнозировать эти изменения и формулировать 
цели развития территорий. Распределение регионов может быть осуществлено с 
использованием алгоритмов кластерного анализа применительно к демографиче-
ским процессам [10,11,12]. Для компьютерной реализации этих алгоритмов разра-
батываются специальные программные комплексы [13] и используются совре-
менные языки программирования [14]. 

На рисунке 1 графически представлены статистические данные [15] показа-
телей рождаемости и смертности в РФ за период 2010 – 2023 годы. 

 
Рис. 1. Динамика уровня рождаемости и смертности  

в РФ за период 2010 – 2023 годы 
 

Был проведен кластерный анализ регионов. Кластеризация осуществлялась 
в среде программирования Python.  Все регионы распределены по группам (кла-
стерам) в делении по значениям уровня рождаемости и значениям уровня смерт-
ности соответственно. Кластеры построены за каждый год в период 2010 – 2023 
годы. Состав кластеров меняется в зависимости от складывающейся демографи-
ческой ситуации в том или ином регионе. 

Группы регионов в распределении по уровню рождаемости для 2010 года и 
для 2023 года соответственно представлены на рисунке 2. 
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а) б) 

Рис. 2. Группы регионов РФ в распределении по уровню рождаемости: 
а) для 2010 года; б) для 2023 года 

 
По оси x отложен показатель уровня рождаемости, по оси y – количество 

регионов. Анализ данных показывает, что густонаселенные регионы и города, где 
уровень рождаемости минимален, вносят наибольший вклад при расчете общего 
показателя рождаемости для всей территории РФ.  

Видим, что из высокой плотности населения (и более высоким уровнем 
жизни) не следует более высокая рождаемость в целом на этой территории. Ско-
рее наоборот. В то же время, в регионах с низким уровнем жизни наблюдается 
уровень рождаемости выше среднего по стране. 

В исследовании был изучен показатель уровня смертности, который 
вычисляется как отношение числа умерших к численности постоянного на-
селения за год. Группы регионов РФ в распределении по уровню смертности 
для 2010 года и для 2023 года представлены на рисунке 3. 

  
а) б) 

Рис. 3. Группы регионов РФ в распределении  
по уровню смертности: а) 2010 год; б) 2023 год 

По оси x отложен показатель уровня смертности, по оси y – количество ре-
гионов. Анализ данных показывает, что в регионах с низким уровнем жизни на-
блюдается более высокий уровень смертности по сравнению со средним показа-
телем. Динамика уровня смертности не демонстрирует тенденции к снижению. 
Это связано с процессами старения населения. 
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Самый высокий уровень рождаемости в начале изучаемого периода, в 2010 
году, был зафиксирован в Республике Адыгея. Он составил 38 новорожденных на 
1000 человек населения. В 2023 году регион также входил в кластер с максималь-
ным значением показателя. В 2023 году в Чеченской Республике зафиксирован 
высокий уровень рождаемости, составивший 35 новорожденных на 1000 жителей 
региона.  

В контексте анализа рождаемости в России наименьшие показатели были 
отмечены в 2010 году в тридцати пяти регионах, включая такие субъекты, как г. 
Москва, Московская область, Нижегородская область, Удмуртская Республика и 
др. В этом кластере уровень рождаемости составил всего 9 новорожденных на 
1000 человек. 

Также в 2010 году отмечался и высокий уровень смертности в Республике 
Адыгея, Саратовской и Владимирской областях. Важно отметить, что Республика 
Адыгея сохранила свои позиции и в 2023 году, демонстрируя повышенный уро-
вень смертности – 41 смерть на 1000 человек населения. В противовес этому, Че-
ченская Республика и Тюменская область на протяжении 14 лет отличались са-
мым низким уровнем смертности. В 2023 году этот показатель составлял всего 9 
случаев на 1000 человек населения в данных регионах. 

В 2023 году Республика Адыгея продемонстрировала наивысший уровень 
смертности, составивший 35 смертей на 1000 человек. Самый низкий уровень 
смертности демонстрируют десять регионов: г. Москва, Республика Дагестан, г. 
Санкт–Петербург, Чеченская республика и др.: 9 смертей на 1000 человек населе-
ния. 

В ходе анализа всех регионов с точки зрения рождаемости и смертности 
были выделены группы с резко негативными, средними и положительными пока-
зателями. На фоне общей тенденции к снижению численности в РФ можно выде-
лить регионы, которым удалось преодолеть эту негативную динамику и достичь 
хороших показателей увеличения рождаемости: Республика Ингушетия и Респуб-
лика Дагестан. К регионам с резко негативными тенденциями можно отнести 
Тульскую область и Владимирскую область. 

Регионы с резко негативными тенденциями требуют особого внимания и 
разработки мер социальной поддержки, направленных на стимулирование рож-
даемости и улучшение жизненных условий. В то же время, регионы с положи-
тельными показателями могут служить примером успешных практик, которые 
следует адаптировать и внедрить в других территориях. 

Анализ демографической ситуации в РФ за период с 2010 по 2023 год выяв-
ляет тенденции, указывающие на негативные сдвиги в структуре населения. С 
2016 года фиксируется постоянное снижение уровня рождаемости, которое 
уменьшилось более чем на 500 тысяч человек за 7 лет. В то же время наблюдается 
рост числа смертей. Начиная с 2020 года, количество смертей стабильно превы-
шает число рождений, что указывает на тенденцию к увеличению естественной 
убыли населения. 

Таким образом, анализ региональных данных показывает значительные раз-
личия в уровне рождаемости. Несмотря на высокую вариативность, наблюдается 
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тенденция к снижению среднего уровня рождаемости по регионам с 2010 года. 
Интересно отметить, что густонаселенные регионы и города характеризуются бо-
лее низкими показателями рождаемости, в то время как в регионах с низким 
уровнем жизни уровень рождаемости выше среднего. 

В целом, демографическая ситуация в России требует внимательного анали-
за и принятия эффективных мер, направленных на стимулирование рождаемости. 
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Аннотация. Современная политическая реальность – построение многопо-

люсного мира. Россия и ее партнеры сместят США с роли державы-гегемона, 
диктующей свои правила другим странам мира. В работе на примере работы сам-
митов G20 («Группы двадцати») за последние три года проанализировано измене-
ния в отношении РФ 

Ключевые слова: G20, Российская Федерация, ситуация на Украине,  
 

Введение: Со времени окончания «холодной войны» и распада Советского 
Союза у правительства Соединённых Штатов Америки возникла уверенность, что 
именно их стране предначертано стать единоличным мировым лидером. Но одно-
полюсный мир не рассматривался в качестве надёжного миропорядка крупными 
державами. Тем более, что главный противник Америки – Россия – постепенно 
возрождала свою былую мощь, да и новые страны-гиганты, такие, как Китай, Ин-
дия, Бразилия – рассматривали Российскую Федерацию как надёжного партнёра в 
русле создания новых межгосударственных объединений.  

Цель работы – проанализировать изменения в отношении РФ в рамках сам-
митов G20 («большой двадцатки») за последние 3 года. 

История создания «The Group of Twenty» - G20 («группы двадцати») начи-
нается в 1997 году, когда финансовый кризис в Азии, ударивший по мировой эко-
номике, подтолкнул правительства развитых и развивающихся стран создать меж-
государственное объединение. Первоначально эта организация существовала в 
формате G33 (входило 33 страны); затем количество участников сократилось до 
22 - G22, а по итогам конференции, прошедшей в Берлине 15-16 декабря 1999 го-
да, возникла G20 («группы двадцати») [1]. Главная цель объединения – согласо-
вание сотрудничества, поддержание устойчивого экономического роста и ста-
бильности мировой валютно-финансовой системы. Таким образом, G20 была 
анонсирована как международный экономический форум, функционирующий 
вначале на уровне министров, а затем - на уровне глав государств. На 2025 год со-
став объединения выглядит следующим образом  (Табл.1). 
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Таблица 1 – Состав G20 на начало 2025 г. 
№ п/п Название страны Численность 

население 
ВВП Членство в др. 

международных 
организациях 

1 Австралия  25,69 млн чел. 1,553 трлн дол-
ларов США 

 

2 Аргентина  45 млн чел. 487,2 млрд 
долларов США 

получила при-
глашение на 
присоединение 
к БРИКС 

3 Африканский союз 
(международная меж-
правительственная ор-
ганизация, объединяю-
щая 55 государств Аф-
рики) 

более 1,3 мил-
лиарда человек 

7,573 триллио-
на долларов 

 

4 Бразилия  214 млн чел., 1,609 трлн дол-
ларов США 

участник 
БРИКС 

5 Германия  83,2 млн чел. 4,26 трлн дол-
ларов США 

участник 
«Группы семи» 

6 Евросоюз 719 806 528 че-
ловек 

18,98 трлн дол-
ларов 

 

7 Индия  1,408 млрд чел. 3,176 трлн дол-
ларов США 

участник 
БРИКС 

8 Индонезия  273,8 млн чел. 1,186 трлн дол-
ларов США 

участник АСЕ-
АН 

9 Италия  59 млн чел. 2,106 трлн дол-
ларов США 

участник 
«Группы семи» 

10 Канада  38,25 млн чел. 760,6 млрд 
долларов США 

участник 
«Группы семи» 

11 Китай  1,412 млрд чел. 17,73 трлн дол-
ларов США 

участник 
БРИКС 

12 Республика Корея 
(Южная)  

51,74 млн чел. 1,811 трлн дол-
ларов США 

 

13 Мексика  126,7 млн чел. 1,273 трлн дол-
ларов 

 

14 Россия  143,4 млн чел - 1,779 трлн 
долларов США 

участник 
БРИКС 

15 Саудовская Аравия  35,95 млн чел. 833,5 млрд 
долларов США 

получила при-
глашение на 
присоединение 
к БРИКС 

16 Соединенное Королев-
ство  

67,33 млн чел. 3,131 трлн дол-
ларов США 

участник 
«Группы семи» 

17 США  331,9 млн чел., 23,32 трлн дол-
ларов США 

участник 
«Группы семи» 

18 Турция  84,78 млн чел. 819 млрд дол- подала заявку 

https://rg.ru/2023/08/22/v-iuar-startoval-sammit-briks-glavnoe-chto-nuzhno-znat-ob-obedinenii.html
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ларов США на вступление в 
БРИКС 

10 Франция  67,75 млн чел. 2,958 трлн дол-
ларов США 

участник 
«Группы семи» 

20 Южно-Африканская 
Республика 

59,39 млн чел. 419 млрд дол-
ларов США 

участник 
БРИКС 

21 Япония 125,7 млн чел. 4,941 трлн дол-
ларов США 

участник 
«Группы семи» 

 
Как показывают данные таблицы, в состав организации входят страны с на-

селением почти две трети населения планеты, более 85% мирового ВВП, все чле-
ны «Большой семёрки», большинство стран БРИКС [2]. Таким образом, этот фо-
рум можно назвать глобальным, который рассматривает самые проблемные во-
просы мировой экономической политики. 

В последнее время саммиты «группы двадцати» стали международной пло-
щадкой, на которой страны могут выразить своё видение политической ситуации 
в мире. Как правило, американская сторона, следуя своей панамериканской идеи, 
пытается диктовать остальным членам объединения свою волю. Одним из самых 
проблемных направлений остаётся украинско-российские отношения, которые 
Вашингтон использует в соответствии со своими интересами. 

Ситуация обострилась после начала Специальной военной операции, когда 
США и страны Западной Европе усилили санкционную политику против Россий-
ской Федерации. 

Последние три встречи членов организации, прошедшие 15-16 ноября 2022 
года на острове Бали (Индонезия), 9-10 сентября 2023 года в Нью-Дели (Индия) и 
18-19 ноября 2024 года в Рио-де-Жанейро (Бразилия) продемонстрировали, как 
меняется отношение большинства стран альянса к ситуации в Украине. 

Кратко остановимся на анализе саммитов. 
В 2022 году, через месяц после начала СВО, американские политики выра-

зили надежду, что Россию исключат из состава «большой двадцатки». За неделю 
до заявления американской стороны Польша выступила с таким же заявлением, 
предложив себя на место России. По словам лидера польской консервативной 
правящей партии «Право и справедливость» Ярослава Качинськи, польская эко-
номика – вторая по темпам роста в мире после Китая. Следует вспомнить, что все 
те же польские политики предложили пополнить бюджет Польши за счёт части 
замороженных российских активов за рубежом [3].  

Однако наиболее здравые головы отметили, что исключение России из со-
става альянса невозможно. G20 не является официальной организацией, не имеет 
постоянно действующего секретариата, поэтому самой процедуры, которая пре-
дусматривала лишение членства в её составе, отсутствует. КНР отметила, что ни 
один член G20 не может исключать другого. Кроме того, было понятно, что Ин-
дия, Бразилия, Южная Африка и Китай выступят против исключения [4].  
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Тем не менее, на индонезийском саммите 2022 года, помимо проблем разви-
тия экономики, остро стоял украинский вопрос. На встрече в качестве пригла-
шённого гостя присутствовал Владимир Зеленский, который озвучил свои 10 
пунктов видения разрешения конфликта мирным путём. Интересно отметить, что 
возвращение Крыма уже не стояло у него в перечне требований к российской сто-
роне. В итоговой резолюции по украинскому вопросу было отмечено, 
«…большинство членов резко осудило войну на Украине, так как она причиняет 
огромные человеческие страдания и усугубляет существующие проблемы в миро-
вой экономике.  …было указано, что лидеры G20 не считают формат объединения 
«форумом для решения вопросов безопасности» [5].   

На саммите в Нью-Дели в 2023 году ситуация с самого начала стала скла-
дываться не в пользу Украины. В.Зеленский не был приглашён на встречу; даже в 
видеообращении Киеву было отказано. Украинскому вопросу не уделялось столь-
ко внимания, как это было год назад. По словам шерпа (доверенное лицо руково-
дителя страны-члена) России Светланы Лукаш встреча стала одной из самых 
сложных в истории Группы. Несмотря на все старания США трактовать события 
так, как это предлагалось Вашингтоном, коллективная позиция стран БРИКС бы-
ла совершенно другой. В итоговой декларации отсутствует осуждение Москвы в 
её СВО на Украине, а также нет призывов к изоляции РФ. Так, только в одном 
пункте указано об «осуждении войны на Украине». Сразу после принятия резо-
люции официальный представитель МИД Украины Олег Николенко заявил, что 
украинская сторона предпочла бы услышать формулировку «война против Ук-
раины, а РФ была бы указана как агрессор [6]. На такую же формулировку надея-
лись и США со своими западными союзниками, но все надежды были тщетны. 
Конечно, следует отдать должное дипломатическому искусству индийскому пре-
мьер-министру Наренде Моди, который выдвинул девиз саммита «Одна Земля, 
одна семья, одно будущее». В декларации прослеживается желание сгладить ост-
рые противоречия, начиная с экономической составляющей, - было предложено 
восстановить зерновую сделку и реализовывать поставки как украинского, так и 
российского продовольствия и удобрений на мировые рынки [7].  

Последняя встреча Группы, состоявшейся в ноябре 2024 года во втором по 
величине городе Бразилии, началась с заявления китайского лидера Си Цзиньпи-
на, в котором он отметил, что построение справедливого мира требует от G20 со-
блюдение принципов взаимного уважения. Это заявление можно трактовать как 
призыв к западным странам начать уважать всех, в том числе Россию.  

По итогам форума была принята бразильская инициатива по созданию гло-
бального альянса против голода и бедности, которую активно поддержала Россия, 
предложив пакет проектов, которые будут реализовываться под эгидой инициати-
вы.  

Переговоры по ситуации на Украине и конфликту на Ближнем Востоке бы-
ли проведены только накануне встречи. Тем самым была продемонстрирована ги-
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гантская разница в оценке между странами, поддерживающими Москву и запад-
ными странами.  

Из 85 пунктов итоговой декларации есть и упоминание о ситуации на Ук-
раине. Формулировка очень обтекаема и дипломатична; «Мы приветствуем все 
актуальные и конструктивные инициативы, направленные на поддержку всеобъ-
емлющего, справедливого и устойчивого мира в соответствии со всеми целями и 
принципами Устава ООН для продвижения мирных, дружественных и добросо-
седских отношений между народами» [8].  

Если оценивать положение Украины, то возможно развитие событий по так 
называемому «корейскому сценарию». 80 лет назад СССР и США договорились о 
разделе сфер влияния в Корее и это впоследствии реализовалось в появлении Рес-
публики Кореи и КНДР. Сейчас, после прихода к власти Дональда Трампа, по-
добный сценарий становится всё более реальным.  

Саммит «Большой двадцатки» (G20), проходивший в Рио-де-Жанейро с 18 
по 19 ноября, показал всему миру, что Запад больше не определяет политическую 
реальность 

.   
 

Список литературы 
 

1. «Группа двадцати»: история создания G20, цели и задачи организации 
Электронный ресурс]. URL: https://www.kommersant.ru/doc/6350213 (дата обраще-
ния: 07.02.2025). 

3. Корнеева, Е.В. Время БРИКС или как страны «золотого миллиарда» те-
ряют свои позиции // Актуальные проблемы социально-экономического развития 
общества : сборник трудов по материалам VI Национальной научно-практической 
конференции филиала ФГБОУ ВО «КГМТУ» в г. Феодосия (15 февраля 2024 г.) / 
под общ. ред. Е. П. Масюткина; редакц. коллегия: Е.П. Масюткин [и др.]– Керчь : 
КГМТУ, 2024. –309 с. – ISBN 978-5-6044495-6-1. – [Электронный ресурс]. URL: 
https://www.kgmtu.ru/wp-content/uploads/2024/05/Sbornik-trudov-konferencii-
2024.pdf. (дата обращения: 16.02.2025). 

3. Польша - вторая экономика мира по темпам развития [Электронный ре-
сурс]. URL: https://dzen.ru/a/Y1e27d8IAnIWYUq4 (дата обращения: 16.02.2025). 

4. США обсудят с союзниками вопрос об исключении России из G20. Китай 
уже выступил против  Электронный ресурс]. URL: 
https://news.rambler.ru/politics/48348646/?utm_content=news_media&utm_medium=r
ead_more&utm_source=copylink (дата обращения: 16.02.2025). 

5. Итоги саммита G20, состоявшегося в ноябре 2022 года Электронный ре-
сурс]. URL: https://irsepi.ru/itogi-sammita-g20-sostoyavshegosya-v-noyabre-2022-
goda/ (дата обращения: 16.02.2025). 

https://www.kgmtu.ru/wp-content/uploads/2024/05/Sbornik-trudov-konferencii-2024.pdf
https://www.kgmtu.ru/wp-content/uploads/2024/05/Sbornik-trudov-konferencii-2024.pdf
https://dzen.ru/a/Y1e27d8IAnIWYUq4
https://news.rambler.ru/politics/48348646/?utm_content=news_media&utm_medium=read_more&utm_source=copylink
https://news.rambler.ru/politics/48348646/?utm_content=news_media&utm_medium=read_more&utm_source=copylink
https://irsepi.ru/itogi-sammita-g20-sostoyavshegosya-v-noyabre-2022-goda/
https://irsepi.ru/itogi-sammita-g20-sostoyavshegosya-v-noyabre-2022-goda/


Корнеева Е.В. «G20: КАК РОССИЯ ПЕРЕ…» 333 
 

6. Россия отстояла свои интересы в итоговой декларации саммита G20 в Де-
ли Электронный ресурс]. URL: https://rg.ru/2023/09/09/sergej-lavrov-otstoial-
interesy-rossii-v-itogovoj-deklaracii-sammita-g20-v-deli.html (дата обращения: 
18.02.2025). 

7. Почему позиция G20 по поводу конфликта на Украине изменилась Элек-
тронный ресурс]. URL: https://www.vedomosti.ru/politics/articles/2023/09/11/994379-
pochemu-pozitsiya-g20-po-povodu-konflikta-na-ukraine-izmenilas (дата обращения: 
18.02.2025). 

7. Декларация и фото на память. Итоги саммита G20 уже известны Элек-
тронный ресурс]. URL: https://rg.ru/2024/11/19/deklaraciia-i-foto-na-pamiat-itogi-
sammita-g20-uzhe-izvestny.html (дата обращения: 18.02.2025). 

 
к содержанию 

 

https://rg.ru/2023/09/09/sergej-lavrov-otstoial-interesy-rossii-v-itogovoj-deklaracii-sammita-g20-v-deli.html
https://rg.ru/2023/09/09/sergej-lavrov-otstoial-interesy-rossii-v-itogovoj-deklaracii-sammita-g20-v-deli.html
https://www.vedomosti.ru/politics/articles/2023/09/11/994379-pochemu-pozitsiya-g20-po-povodu-konflikta-na-ukraine-izmenilas
https://www.vedomosti.ru/politics/articles/2023/09/11/994379-pochemu-pozitsiya-g20-po-povodu-konflikta-na-ukraine-izmenilas
https://rg.ru/2024/11/19/deklaraciia-i-foto-na-pamiat-itogi-sammita-g20-uzhe-izvestny.html
https://rg.ru/2024/11/19/deklaraciia-i-foto-na-pamiat-itogi-sammita-g20-uzhe-izvestny.html


334 Масаев М.В. «ФЕНОМЕН «НОВОГО ПРОЧТЕ…» 
 
УДК 94 / 008 
 

ФЕНОМЕН «НОВОГО ПРОЧТЕНИЯ» ИСТОРИЧЕСКИХ УРОКОВ 
КРЫМСКОЙ (ЯЛТИНСКОЙ) КОНФЕРЕНЦИИ 1945 ГОДА В КОНТЕКСТЕ 

ПОЛИТИЧЕСКОЙ КУЛЬТУРЫ ОБЩЕСТВА 
 
Масаев М. В., профессор, доктор философских наук, кандидат исторических 

наук, профессор кафедры культурологии и социокультурного проектирования 
ИММиД ФГАОУ ВО «Крымский федеральный университет им. В. И. Вернад-

ского», г. Симферополь 
 

Аннотация: В работе рассмотрены некоторые аспекты в так называемом фео-
нмене «нового прочтения» исторических уроков Ялтинской конференции 1945 
года под углом зрения политической культуры общества на современном этапе 
развития. 

Ключевые слова: новое прочтение, исторические уроки, Крымская (Ялтин-
ская) конференция 1945 года 
 

Введение: Во вступлении к данной работе целесообразно будет привести 
весьма меткий фрагмент оценки современных событий и связи их с Ялтинской 
конференцией 1945 года Президента России В. В. Путина: «После Ялтинской и 
Потсдамской конференций, Нюрнбергского процесса – казалось, что идеология и 
преступная практика нацизма полностью изобличены и повержены. Однако не-
давние события говорят об обратном. На наших глазах разворачивается компания 
по пересмотру итогов Второй мировой войны, умаляется вклад Красной армии в 
Великую Победу. Эти обстоятельства не могут оставить нас равнодушными и 
безучастными. Мы должны твёрдо противостоять любым попыткам фальсифика-
ции исторических фактов, защищать правду о минувшей войне. И в полной мере 
использовать тот позитивный опыт, который был накоплен странами-союзниками 
в годы Второй мировой войны, бесценное наследие Ялтинской конференции и её 
решений, в которых воплотился дух международного сотрудничества и истинного 
союзничества» [1, с. 5].  

Вот почему поставленная нами в заглавии проблема необходимости нового 
прочтения исторических уроков Крымской (Ялтинской конференции) 1945 года в 
контексте актуализации феномена политической культуры общества на совре-
менном этапе становится особенно злободневной. 

Дело в том, что современная политическая культура (особенно политиче-
ская культура повседневности) среднестатистического гражданина нашей страны 
(и не только нашей) остаётся крайне низкой. Во многом это обусловлено бытую-
щим в обывательской среде мнением, что политика – «дело грязное». Поэтому 
надо, якобы, быть аполитичным и всё будет хорошо. А политикой … пусть зани-
маются другие. Но, как любил говорить видный отечественный мыслитель, поли-
толог Александр Сергеевич Панарин, «если ты не занимаешься политикой – по-
литика занимается тобой». В том смысле – если делегировать активное занятие 
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политикой другим лицам – на практике мы получаем не такую жизнь, идеал кото-
рой мы представляем себе, находясь в пассивном политическом бездействии, и, 
как следствие, не разбираясь в скрытых от общего обзора политических реалиях 
повседневности и не будучи компетентными в безуспешных попытках объяснить 
– почему в каких-то странах перманентная «война всех против всех», а в других – 
мир, процветание и благоденствие (показательна в этом отношении фраза бывше-
го главного дипломата Евросоюза Ж. Борреля, говорившего о Европе как о «цве-
тущем саде»). При этом по факту деятельности этого дипломата было бы более 
целесообразно признать его не столько дипломатом, сколько ярым милитаристом. 
Это – один из примеров проявлений политической культуры повседневности, ко-
гда реальная деятельность политика реально выясняется по факту деятельности. 
Но чтобы это выяснить – нужно действительно обладать политической компе-
тентностью и банальным знанием скрытых за мишурой красивых фраз и действий 
деятельностью политических акторов.  

В дипломатической среде давно общеизвестно, что в так называемой профес-
сиональной этике и риторике дипломатии действующие лица переговорного про-
цесса (в самом широком смысле) не могут чётко и определённо сказать ни «да», 
ни «нет», чтобы иметь так называемый запасной манёвр в витиеватой дипломати-
ческой игре, которая без традиционной войны (с применением всех видов ору-
жия) (обращаясь к феномену так называемого образа «войн будущего» без приме-
нения традиционных вооружений) [2] позволяет выиграть и добиться реализации 
геополитических интересов своей страны на международной арене в среде самых 
закоренелых «хищников». Это не раз спасало наше Отечество в самых сложных 
ситуациях. 

Однако во всех правилах, как обычно говорят представители фундаменталь-
ных наук, есть исключения. И весьма приятно, что такие исключения в нашем го-
сударстве появились в непосредственной связи с историческими и геополитиче-
скими последствиями Крымской (Ялтинской) конференции 1945 года. Дело в том, 
что международно-правовые последствия этой эпохальной конференции позволи-
ли одной из сверхдержав тогдашнего мира – Советскому Союзу – настолько уве-
ренно чувствовать себя на международной арене, банально – настолько сильным 
было наше единое Отечество, что представители дипломатической службы, чув-
ствуя за собой сильнейшую державу – могли прямо и откровенно сказать то самое 
«нет» любому государству, даже самому сильному хищнику, которым на сегодня 
являются, например США и ряд других стран, преимущественно с пресловутым 
«ядерным чемоданчиком». 

И в этом смысле историософский анализ жизни и деятельности Андрея Анд-
реевича Громыко, которого в узких кругах дипломатической элиты всего мира 
звали именно «дипломат «нет», служит прекрасным примером, как всего лишь 
одно событие – но событие эпохальное – Крымская конференция 1945 года – ро-
ждает такие великие личности, определяющие в том числе (в свете разрабатывае-
мой нами концепции парадигмальных образов и символов) так называемый пара-
дигмальный образ эпохи, цивилизации и народа [3; 4; 5]. 
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Если анализировать эпохальную фотографию Леонида Яблонского, сотво-
рённую на конференции в Ялте, то символически три центральных персонажа – 
это властители свыше, весь мир находится у их ног, под их ногами. Так видимый 
образ уже начинает действовать как символ, намекая на его невидимую структуру 
[6]. В данном случае парадигмальный символ отечественной дипломатии – А. А. 
Громыко – контролировал весь мир международных отношений той эпохи. 

Это – один из примеров практики нового прочтения исторических уроков 
Крымской (Ялтинской конференции) 1945 года в контексте актуализации фено-
мена политической культуры общества на современном этапе. 

Обращаясь к историческим аналогиям, целесообразно сравнить историче-
скую ситуацию февраля 1945 года и сегодняшнего времени. 

Как справедливо подчёркивают авторы работы «К истории Ялтинской кон-
ференции руководителей СССР, США и Великобритании» [7], «конференция 
проходила в обстановке, значительно отличавшейся от той, которая сопутствова-
ла предыдущей встрече союзников в Тегеране. К этому времени Германия оказа-
лась в тисках двух фронтов и была обречена на поражение, стало очевидным по-
сле неудачи последнего контрнаступления в Арденах (декабрь 1944–январь 1945 
гг.). Блок фашистских государств развалился. Вслед за Италией, вышли из войны 
или капитулировали Румыния, Финляндия, Болгария, Венгрия. Советские войска 
совместно с Народно-освободительной армией Югославии, сформированными на 
территории СССР частями и соединениями Польши, Чехословакии и Румынии 
освободили территории Польши, Чехословакии, Югославии. Красная Армия и 
армии США и Великобритании вели бои на территории Германии. Однако немец-
ко-фашистские войска продолжали оказывать ожесточенное сопротивление, что 
требовало координации усилий стран, входивших в состав антигитлеровской коа-
лиции» [7].  

Ситуация не совсем традиционной войны нынешней эпохи нам также из-
вестна. Если сравнивать и анализировать их, наше пространство пока что нахо-
дится не в том состоянии силы, которая была на февраль 1945 года. 

Вот почему дальнейшая актуализация феномена политический культуры об-
щества на современном этапе в контексте необходимости нового прочтения исто-
рических уроков Крымской (Ялтинской) конференции 1945 года для нас особенно 
важна и чем больше исследователей к этому процессу присоединятся – тем луч-
ше. 
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Аннотация: Актуальность данной работы заключается в том, что в совре-
менном мире электронному правосудию и его составляющим выделяется особое 
внимание. Изучая электронные ресурсы арбитражных судов, можно выявить ряд 
пробелов относительно цифровых технологий в судах общей юрисдикции. Также 
рассматриваются возможности использования цифровых технологий судопроиз-
водстве и перспективы развития цифрового правосудия через внедрение нового 
электронного сервиса. 
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Введение: 17 апреля 2024 года Совет Федерации Федерального Собрания 

Российской Федерации назначил Подносову Ирину Леонидовну на должность 
Председателя Верховного Суда Российской Федерации. Теперь уже новый Пред-
седатель в интервью для телеканала «Россия-24» упомянула, что «…ещё большее 
внимание Верховным Судом уделяется таким направлениям совершенствования 
правосудия как применение современных технологий в судопроизводстве…».   

Принимая во внимание статистику обращений граждан за судебной защи-
той нарушенных прав и законных интересов, то можно сделать однозначный вы-
вод о том, что российские суды из года в год рассматривают колоссальное коли-
чество дел, а их нагрузка несомненно растёт и явно превышает норму [1, с. 3]. К 
примеру, Арбитражный суд Республики Башкортостан по итогам 2023 года вошёл 
в тройку лидеров (после Московской и Тверской областей) по количеству доку-
ментов, подаваемых в электронном виде через сервис «Мой арбитр» [2]. 

Безусловно, фундаментом судебной системы выступает делопроизводство, 
которое позволяет рассмотреть каждого судью «под микроскопом», способствуя 
прозрачности судов. Отсюда, в том числе, исходит обоснованность внедрения 
цифровизации в судебную систему Российской Федерации, дабы.  

Российская судебная система входит в число признанных лидеров по циф-
ровизации и автоматизации во всем мире. Рост количества подаваемых докумен-
тов через электронные сервисы служит наглядным подтверждением востребован-
ности и доверия у граждан к цифровым технологиям. 

 «Электронное правосудие» — это первая в России система обмена элек-
тронными документами для судов и граждан. При помощи информатизации и 
цифровизации правосудия планируется достичь прозрачности, доступности, эф-
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фективности рассмотрения дел, а также повышения доверия граждан к судебной 
системе.  

В настоящее время динамично внедряются цифровые технологии в судо-
производство, так, к примеру, появилась электронная подача документов, участие 
в заседаниях через видеоконференцсвязь, онлайн ознакомление с материалами 
дела и другое при помощи автоматизированной информационной системы «Кар-
тотека арбитражных дел» для арбитражных судов и государственной автоматизи-
рованной системы «Правосудие» для судов общей юрисдикции [3]. 

АИС «Картотека арбитражных дел» была разработана в 2011 году и переве-
дена в «Электронное правосудие» в 2012 году российской компанией «ПравоТех» 
(под руководством акционеров), являющейся лидером рынка Legal Tech.  

Относительно судов общей юрисдикции – Постановлением Совета судей 
Российской Федерации от 30 ноября 2006 года утверждён акт Государственной 
комиссии по приемке работ по созданию системных и программно-технических 
решений ГАС «Правосудие» [4]. Единственным подавшим заявку и победителем 
конкурса стал ведущий государственный системный интегратор в сфере инфор-
мационных технологий — НИИ «Восход». 

Указанные автоматизированные системы обеспечивают электронный доку-
ментооборот во всех судах судебной системы, образуя единое информационное 
поле для российских судов. 

Важно отметить, что за 2023 год суды общей юрисдикции рассмотрели бо-
лее 30 млн. дел, а арбитражный суды – около 2 млн., что говорит о колоссальной 
нагрузке на суды общей юрисдикции. Значительный объем связан с тем, что по-
следние рассматривают дела, участниками которых являются граждане, желаю-
щие получить поддержку от государства, а арбитражные суды рассматривают де-
ла с участием юридических лиц, у которых имеется возможность обеспечить ма-
териальную сторону, а также представителя, обладающего высшим юридическим 
образованием, что явно упрощает подготовку к судебному разбирательству и над-
лежащее оформление документов. 

Если сравнивать две уже существующие автоматизированные системы, то 
АИС «Картотека арбитражных дел» имеет большие успехи. К примеру, с помо-
щью кадарбитра можно участвовать в судебном заседании онлайн. В связи с тем, 
что масштабы нашей страны достаточно внушительные, то порой добираться до 
судов апелляционной или кассационной инстанции представляется невозможным, 
соответственно участие с помощью автоматизированной системы значительно со-
кращает время, а также расходы на транспортные услуги.  

Также кадарбитр позволяет участникам ознакамливаться с материалами де-
ла путём онлайн-ознакомления в электронном виде в режиме ограниченного дос-
тупа. Файлы с документами можно скачать и не тратить время на очное ознаком-
ление, что также упрощает время как участникам спора, так и сотрудникам суда.  

К сожалению, ГАС «Правосудие» не имеет данных функций, что явно за-
трудняет участникам процесса подготовку к судебному разбирательству.  

По данным Верховного Суда Российской Федерации, через ГАС «Правосу-
дие» за 2023 год поступило около 11 млрд. обращений граждан. Об этом сообщил 
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бывший председатель Верховного суда РФ Вячеслав Михайлович Лебедев на 
встрече с президентом России Владимиром Владимировичем Путиным [5], а по 
данным, содержащимся на кадарбитре, в системе зарегистрировано около 39 млн. 
арбитражных дел. 

Верховный Суд Российской Федерации в разъяснениях Пленума вводит в 
новые понятия, это «электронный документ» как «документ, созданный в элек-
тронной форме без предварительного документирования на бумажном носителе, 
подписанный электронной подписью в соответствии с законодательством РФ», и 
«личный кабинет» как «информационный ресурс, индивидуально создаваемый 
для лица, участвующего в деле, и предназначенный для реализации возможности 
подачи обращения в суд в электронном виде и получения копий судебных актов, 
извещений, вызовов и иных документов в электронном виде» [6].  

В приказах Судебного департамента при Верховном Суде Российской Фе-
дерации [7] детально описывается порядок доступа к личному кабинету, который 
осуществляется посредством идентификации и аутентификации с использованием 
либо подтверждающей записи физического лица в Единой системе идентифика-
ции и аутентификации (ЕСИА), либо имеющейся у пользователя усиленной ква-
лифицированной подписи [8]. 

Существует ряд проблем, с которыми граждане сталкиваются при использо-
вании автоматизированных систем. Во-первых, недостаточная защищённость 
именно у сайтов, которые принадлежат районным судам субъектов РФ и исполь-
зуют незащищённый http-протокол, который означает, что данные на сайте пере-
даются без шифрования и не имеют защиты от действий третьих лиц.  

Во-вторых, это недостаток кадров. Основная проблема заключается в боль-
шом объёме и сложности работы, а также в маленьком уровне заработной платы. 

Как указывает Е. Н. Гелиева, «барьерами для полноценного перехода судов 
общей юрисдикции к электронному правосудию выступает несовершенство сис-
темы ГАС «Правосудие» – технического ядра отечественного цифрового право-
судия в России – и алгоритмов, сопровождающих ее функционирование. Во-
первых, имеет место такой негативный фактор, как требование к представлению 
суду бумажных копий материалов (т. е. дублирование электронных документов 
бумажными); во-вторых, законодатель не предусмотрел «процессуального» от-
клика – обратной связи от органа суда в ответ на электронное обращение; в треть-
их, в большинстве случаев попытка подачи электронных документов граждани-
ном оказывается неуспешной из-за чисто технических сложностей – ограниченно-
го объема загружаемых в систему документов, необходимость применения про-
цедур конвертации файлов» [9, с. 128]. 

Помимо этого, Е. Н. Гелиева обращает внимание на то, что «тотальный пе-
реход на систему электронных извещений возможен исключительно при условии 
защиты информации от несанкционированного доступа», «защита данных, посту-
пающих от граждан в суды и от судов гражданам избавит судопроизводителей от 
потребности разного рода межведомственных запросов, что снизит долю рутин-
ной работы аппарата суда» [9, с 130]. 
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На мой взгляд решением всех проблем может быть создание единого элек-
тронного сервиса для всех судов судебной системы, отдельного от уже сущест-
вующих. Данный сервис позволит гражданам, к примеру, иметь личный кабинет, 
через который можно будет дистанционно направлять исковые заявление и иные 
процессуальные документы, своевременно получать информацию о движении дел 
(назначение судебных заседаниях, отложение, перерывы и пр.), а также получать 
копии судебных актов с электронной подписью судьи. 

Кроме этого, данный сервис позволит гражданам участвовать в судебном 
заседании с использованием технологии веб-конференции. При этом необязатель-
но приобретать дорогую технику, достаточно будет иметь обычный персональный 
компьютер или смартфон.  

Также новый сервис может включать в себя вспомогательные функции: оп-
ределение подсудности, расчет цены иска и госпошлины, и возможно даже шаб-
лоны исковых заявлений и иных процессуальных документов. 

Подводя итог, следует отметить, что в России системы электронного право-
судия только начинают набирать обороты. Суды не могут и не должны оставаться 
в стороне от цифрового прогресса. Однако такой цифровой успех в судебной сис-
теме не говорит о том, что правосудие полностью уйдет на дистанционный фор-
мат и потеряет «человеческий облик». 

Только при тщательном очном рассмотрении дела можно гарантировать со-
блюдение принципов непосредственности, гласности и состязательности, сохра-
няя основную цель правосудия. 
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Аннотация: В работе рассмотрены показатели развития сферы гостеприим-

ства в России и Республике Крым. Сфера гостеприимства имеет значительные 
возможности для трансформации, чутко реагирует на запросы общества, опреде-
ляет интенсивность экономического роста, стимулирует развитие смежных отрас-
лей народного хозяйства, способствует созданию новых рабочих мест, развитию 
культурного обмена, укрепляет связи между людьми. 
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Введение: Внутренний туризм в Российской Федерации развиваться уско-

ренными темпами, которые влияют на интенсивность развития и сферы гостепри-
имства. На деятельность сферы гостеприимства Республики Крым значительное 
влияние оказывают геополитические риски. [1] За период с 2022 по 2024 год со-
кратился туристический поток в республику, так, в 2022 году туристический по-
ток составил 6,53 млн. человек (сократился по сравнению с 2021 годом на 30%), в 
2023 году полуостров посетило 5,2 млн. туристов, (на 20% ниже показателя 2022 
года), в 2024 году количество туристов увеличилось и составило 6,6 млн. человек 
(турпоток вырос на 16%). По данным Министерства курортов и туризма Респуб-
лики Крым, более 30-35% дохода республики связано с гостиничной, санаторно-
курортной и смежными сферами – общественным питанием, транспортом, экс-
курсионной деятельностью. Трудоустроено порядка 40 тысяч человек, а в смеж-
ных отраслях – до 300 тысяч.  

Мультипликативный эффект в виде налоговых поступлений от смежных с 
туризмом отраслей составляет - 25%. 

По данным Управления Федеральной службы государственной статистики 
по Республике Крым и г. Севастополю, число коллективных средств размещения 
в Республике Крым в 2023 году составило 1630 (показатель увеличился на 1,2% 
по сравнению с 2022 годом), в том числе количество  гостиниц и аналогичных 
средства размещения составило 1121 (рост на 3,2% по сравнению с 2022 годом), 
количество специализированных средств размещения составило 509 (снижение 
показателя на 2,87% по сравнению с 2022 годом). [4] В целом, по Российской Фе-
дерации, количество гостиничных предприятий увеличилось на 9,6% за счет уве-
личения потока внутреннего туризма. 
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По данным сервиса для проверки российских и зарубежных контрагентов 
«Контур.Фокус», в июле 2024 года количество юридических лиц, основной вид 
деятельности которых составляет оказание гостиничных или санаторных услуг на 
полуострове составило 1,6 тыс., снижение показателя почти на 2% по сравнению с 
2023 годом и на 6,35% по сравнению с 2022 годом. В г. Севастополе аналогичный 
показатель составляет - 291 юридических лица, снижение в 2023 году составило 
1,7%, в 2022 году 6,4%. В Российской Федерации отрицательная динамика про-
слеживается в Магаданской области, Кемеровской, Белгородской и Коми. 

Вместе с тем, в 2024 году в Республике Крым открылось 5 новых гостинич-
ных комплекса на 132 номера. По данным Министерства курортов и туризма Рес-
публики Крым, с 2014 года введены в эксплуатацию 72 новых санаторно-
курортных и гостиничных организации на 4 тыс. номеров, а также проведена мо-
дернизация 568 объектов размещения. 

Средняя стоимость проживания в различных средствах размещения в Рос-
сии летом 2024 года по данным сервиса «Яндекс Путешествий» имеет перемен-
ную динамику: от 10,3 тыс. руб. в глэмпингах и до 1,7 тыс. руб. в хостелах, в гос-
тиницах стоимость составляет 7 тыс. руб. (рис.1). 

 

 
 
Рис.1. Средняя стоимость проживания в средствах размещения Российской 

Федерации летом 2024 г., тыс. руб. 
 
По оценкам туроператоров, цены на гостиницы в Республике Крым имеют 

различный уровень, на который влияет категория гостиницы, ее месторасположе-
ние, качество и ассортимент предоставляемых услуг. [2, 3]Так по данным сайта 
BlogTravel, стоимость номера в хостеле составляла от 1000 руб.,  номера катего-
рии стандарт в 3-х звездочной гостинице от 3000 рублей, в 4-х звездочной от 5000 
рублей, 5-ти звездочной от 15 000 рублей. 

В 2024 году налоговые поступления от деятельности субъектов сферы гос-
теприимства - санаторно-курортного и туристского комплексов Республики Крым 
составили 419 757,76 тыс. рублей. В целом, налоговые поступления в бюджет от 
туристской отрасли за период с 2014 по 2024 годы составили порядка 31,2 млрд. 
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рублей. При этом максимум налоговых поступлений были за 2021 год – 5 779,80 
млн. рублей, что в 3,5 раза больше, чем за 2014 год (1 697 млн. рублей). 

До 2030 года планируется увеличить туристский поток на полуостров  в 3,5 
раза. Для реализации этой цели ведется работа по созданию пяти туристско-
рекреационных кластеров, которые включены в Государственную программу Рос-
сийской Федерации «Социально-экономическое развитие Республики Крым и г. 
Севастополя». В республике реализуются федеральный проект «Пять морей и 
озеро Байкал» по созданию круглогодичных курортов: «Золотые пески России» и 
«Крымская Ривьера». Инфраструктура будет включать 17 гостиниц (категории от 
3 до 5 звезд), открытые и закрытые бассейны, СПА-комплексы, набережную, про-
тяженностью свыше 20 километров, самую большую в России, пляжи займут 45 
гектаров. Вложения из федерального бюджета в проект составят около 13 милли-
ардов рублей, частные инвестиции - около 60 миллиардов.  

Курорты после введения в эксплуатацию всех инфраструктурных объектов 
в течение сезона сможет принять до миллиона туристов к 2028 году. Морской бе-
рег планируется укреплять и строить стоянку маломерных судов. 

Таким образом, развитие сферы гостеприимства и туризма является приори-
тетным направлением экономики Республики Крым, базой повышения социально-
экономического уровня. 
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Аннотация: В работе рассмотрены причины, факторы и проявления и мето-

ды профилактики профессионального стресса у преподавателей высших учебных 
заведений. Так же предложены методы снижения уровня воздействия стресса, да-
ны рекомендации по преодолению стрессовых ситуаций. Особо следует отметить, 
выделенные автором действия окружающих, нежелательных при общении с чело-
веком в состоянии травматического стресса.  

Ключевые слова: стресс, профессиональный стресс, объективные факторы 
стресса, субъективные факторы стресса, высшее образование, преподаватели, 
профилактика. 

 
Введение: Педагогическая деятельность является одной из наиболее стрес-

согенных профессий, что обусловлено высокой эмоциональной и когнитивной на-
грузкой, необходимостью постоянного взаимодействия с различными участника-
ми образовательного процесса, а также высокой ответственностью за результаты 
своей работы. В данной статье рассматриваются основные виды профессиональ-
ного стресса, механизмы их возникновения и развития, а также синдром эмоцио-
нального выгорания как следствие хронического стресса в педагогической дея-
тельности. 

Профессиональная деятельность педагогов характеризуется относится к 
стрессовым. Стресс может быть обусловлен объективными и субъективными фак-
торами. Объективные факторы включают преимущественно негативное отноше-
ние общества к преподавательской деятельности, высокая бюрократизация (дуб-
лирующая друг друга отчетность), загруженность рабочего дня (часто не хватает 
времени на отдых и обед), жесткие временные рамки, низкую заработную плату и 
дополнительные общественные нагрузки. Эти условия создают предпосылки для 
возникновения профессионального стресса, который оказывает негативное влия-
ние на работоспособность, здоровье, производительность и качество труда педа-
гогов. 
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Профессиональный стресс – это состояние напряжения, возникающее под 
воздействием эмоционально-отрицательных и экстремальных факторов профес-
сиональной деятельности [2]. Это состояние может привести к нарушениям по-
знавательных процессов (память, внимание, мышление, восприятие) а также дви-
гательную депривацию. Но стресс может иметь и положительный эффект – уско-
рение процессов мышления, эвристический эффект и др. [ ] 

Н. В. Самоукина [6] выделяет три основных вида профессионального стрес-
са: информационный, эмоциональный и коммуникативный. 

1. Информационный стресс возникает при перегрузке информацией или 
наоборот, ее недостатке. Так же он возникает в условиях, требующих быстрого 
принятия ответственных решений. Проявляется информационный стресс в уста-
лости, ухудшении памяти, снижение концентрации внимания. 

2. Эмоциональный стресс возникает ситуациях переживания негативных 
эмоций (гнев, страх, тревога, гиперответственность), при неудовлетворенности 
своей работой, неблагоприятном СПК в коллективе, эмоциональном давлении 
вышестоящего руководства и отсутствия самостоятельности в принятии решений. 

3. Коммуникативный стресс возникает в ситуации конфликта. Конфлик-
ты могут возникать в диадах преподаватель – студент, преподаватель – админист-
рация вуза, преподаватель – преподаватель (коллега). Так же коммуникативный 
стресс может возникнуть в ситуации возникновения коммуникативного барьера. 

Стрессоустойчивость педагогов зависит от множества факторов, включая 
физическое состояние, особенности характера, самоконтроль, наличие опыта ре-
шения сложных задач.  

Признаки стресса у педагогов, как и у представителей других стрессовых 
профессий можно разделить на три категории: физические, эмоциональные и по-
веденческие [4].  

Физические признаки включают хроническую усталость, слабость, наруше-
ние сна, повышенную потливость, частые простуды, речевые затруднения, психо-
соматические реакции (головные боли, проблемы с ЖКТ, высыпания, тремор рук, 
тахикардия, болевые синдромы в области сердца и т.д.) а также злоупотребление 
алкоголем, курением и лекарствами.  

Эмоциональные признаки проявляются в беспокойстве, сниженном фоне 
настроения до депрессивного, частых слезах, ощущении потери контроля над со-
бой и ситуацией, безразличии к окружающим и собственной судьбе, повышенной 
возбудимости, озабоченности, чувстве беспомощности, агрессивности и раздра-
жительности.  

Поведенческие признаки включают ослабление памяти, нарушение концен-
трации внимания, неспособность к принятию решения, кручение волос, потерю 
интереса к своему внешнему виду, навязчивые движения, пронзительный нерв-
ный смех, раздражительность, рассеянность, негативизм, ухудшение когнитивных 
способностей, предвзятость, хандра и плаксивость, нивелирование своих профес-
сиональных достижений, нарушение сна, постоянное чувство усталости. 
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Профессия педагога характеризуется высоким уровнем нервно-
эмоциональных нагрузок, что делает ее одной из наиболее стрессогенных. Препо-
даватели сталкиваются с рядом факторов, вызывающих стресс: 

1. Высокая ответственность: необходимость одновременного решения мно-
жества педагогических задач. 

2. Психоэмоциональное напряжение: постоянная работа с детьми, требую-
щая эмоциональной вовлеченности и высокого уровня эмпатии. 

3. Недостаток времени: катастрофическая нехватка времени на выполнение 
всех задач. 

4. Негативный информационный поток: избыток информации, требующей 
анализа и принятия решений. 

5. Предстартовые состояния: подготовка к открытым урокам, выступлениям 
и другим важным событиям. 

Эти факторы могут приводить к развитию эмоционального выгорания, де-
прессии, хронической усталости и агрессии. Стресс также может снижать качест-
во педагогической деятельности, что негативно сказывается на уровне образова-
ния и психическом здоровье учащихся. Профессиональный стресс, связанный с 
выполнением профессиональных обязанностей, может привести к различным 
формам дезадаптации и профессиональным деформациям. Одним из наиболее 
распространенных проявлений профессионального стресса является синдром 
хронической усталости, который характеризуется физическим и нервным исто-
щением, снижением работоспособности и повышенной раздражительностью. В 
условиях хронического стресса нервной системы у педагогов могут возникать та-
кие симптомы, как тошнота, боли в мышцах, перепады настроения, депрессивные 
состояния и психосоматические расстройства. 

Исследования показывают, что профессиональный стресс и синдром эмо-
ционального выгорания тесно связаны между собой. Синдром эмоционального 
выгорания (СЭВ) является долговременной стрессовой реакцией, возникающей 
вследствие продолжительных профессиональных стрессов средней интенсивно-
сти. Эмоциональное выгорание проявляется в трех основных симптомокомплек-
сах: 

1. Эмоциональное истощение, характеризующееся снижением эмоциональ-
ного тонуса, нервно-психическим изнеможением, равнодушием или эмоциональ-
ным перенасыщением. 

2. Деперсонализация, проявляющаяся в разрушении нормальных взаимоот-
ношений с людьми, повышении негативизма и агрессии. 

3. Редукция личных достижений, включающая обесценивание собственных 
достижений, снижение самооценки и чувство несостоятельности. 

В данном исследовании мы провели эмпирическое исследование выражен-
ности стресса у преподавателей с разным уровнем сформированности СЭВ (рису-
нок 1).  Выборку составило 52 человека. Средний возраст-   39,7 лет. Для прове-
дения эмпирического исследования использовались: опросник «Физические про-
явления стресса и симптомы стресса на уровне психики» Д. Грэхэма, методика 
диагностики уровня эмоционального выгорания В.В. Бойко. Метод анкетирования 
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позволил нам оценить степень удовлетворенности преподавателей условиями 
труда, заработной платой, отношениями с администрацией вуза и коллегами. 

 
 

 
Рисунок 1 – Выраженность стресса у преподавателей с разным уровнем про-

явления СЭВ (в баллах) 
 
На рисунке 1 видно, что группы с разной степенью эмоционального выгора-

ния различаются по выраженности показателей физического и психического 
стресса. 

Все симптомы, указанные в методике, определяют уровень стресса, и чем 
больше симптомов было названо испытуемыми, тем выше оказывался их уровень 
стресса. Низким представляется уровень стресса у преподавателей с не сформи-
рованным и складывающимся синдромом выгорания, а со сформированным син-
дромом выгорания уровень стресса представляется средним. 

Для того, чтобы определить и статистически обосновать различия в группах 
преподавателей вузов с разной степенью сформированности синдрома выгорания, 
относительно переживания стресса, определим критерий Н Крускала – Уоллиса  

 
Таблица 1 – Различия в уровне стресса у преподавателей с разной степенью 

сформированности синдрома выгорания 
Группы (1 группа = 

28, 2 группа = 16, 3 
группа = 16) 

H (Хи – 
квадрат) 

df (Чис-
ло степеней 
свободы) 

p (статистиче-
ская достоверность 
различий) 

Уровень стресса 9,454693 2 p =,0081* 
Примечание: * - р<0,00 
 

Таким образом, преподаватели со сформированным синдромом выгорания 
касательно своего физиологического состояния (физического здоровья) отмечали 
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переедание, бессонницу, расстройства пищеварения и изжогу, чувство усталости, го-
ловные боли. На уровне психики отмечались такие симптомы: раздражительность при 
общении с людьми, гнев или даже ярость, которые трудно сдерживать, рассеянность, 
трудности выполнения повседневных задач, неуверенность и сомнения в своих дейст-
виях и решениях, недоверие к окружающим. 

 Преподаватели со складывающимся синдромом выгорания состояние сво-
его физического здоровья оценивают следующим образом: расстройства пищева-
рения и изжога, усталость, головные боли. На уровне психики проявляются: трудно 
сдерживаемый гнев, ярость, раздражительность, желание уединения и ухода от 
коммуницирования с окружающими, беспомощность и рассеянность, трудности в 
выполнении повседневных задач, разочарование в своей внешности, апатия и без-
различие ко всем и ко всему. 

 Респонденты с не сформировавшимся синдромом выгорания наиболее час-
то отмечали такие симптомы физического здоровья, как постоянное чувство уста-
лости, головные боли.  

Следовательно, основными симптомами стресса, которые могут провоциро-
вать развитие профессионального выгорания у преподавателей вуза, являются: 
переедание, бессонницу, расстройства пищеварения и изжогу, чувство усталости, го-
ловные боли. На уровне психики отмечались такие симптомы: раздражительность, же-
лание уединения и ухода от коммуницирования с окружающими, беспомощность 
и рассеянность, трудности в выполнении повседневных задач, разочарование в своей 
внешности, апатия и безразличие ко всем и ко всему. 

Преодоление стресса требует комплексного подхода, включающего психо-
логические, социальные и биологические аспекты. Среди факторов, способст-
вующих успешному преодолению стрессовой ситуации, можно выделить [1, 3, 5]: 

1. Психологическая гибкость: способность адаптироваться к изменениям, 
открытость к новым идеям и гибкость в поведении. 

2. Социальная поддержка: наличие поддержки со стороны семьи, друзей и 
коллег, что снижает уровень изоляции и улучшает эмоциональное состояние. 

3. Управление эмоциями: развитие навыков саморегуляции и построение 
позитивного внутреннего диалога. 

4. Позитивный менталитет: способность видеть возможности в трудностях и 
фокусироваться на поиске решений. 

5. Самоэффективность: уверенность в своих силах и способности справить-
ся с трудностями. 

6. Здоровый образ жизни: регулярная физическая активность, сбалансиро-
ванное питание и достаточный сон. 

Таким образом, профессиональная деятельность преподавателей высших 
учебных заведений характеризуется высокой степенью напряженности, обуслов-
ленной как объективными, так и субъективными факторами. Стресс является не-
отъемлемой частью профессиональной деятельности преподавателя, и его пре-
одоление требует комплексного подхода.  Для снижения уровня стресса и повы-
шения стрессоустойчивости необходимо учитывать особенности содержания пре-
подавательской деятельности, а также проводить мероприятия по улучшению ус-



Никонорова М.А., Кемалова Л.И. «ОБЪЕКТИВНЫЕ И СУБЪЕКТИВНЫЕ…» 351 
 

ловий труда и психологическому сопровождению профессорско-
преподавательского состава. Развитие психологической гибкости, социальной 
поддержки, навыков управления эмоциями и позитивного менталитета может 
способствовать снижению уровня стресса и повышению эффективности препода-
вательской деятельности. Важно также уделять внимание здоровому образу жиз-
ни и профилактике эмоционального выгорания. Дальнейшие исследования в этой 
области могут способствовать созданию более эффективных стратегий преодоле-
ния стресса в педагогической профессии. 
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Аннотация. В данной статье рассматривается профессиональная подготовка му-
ниципальных служащих и методы её совершенствования, в частности, поощрение 
самообразования и самообучения, повышение уровня психологической подготов-
ки, улучшение института наставничества и др. 
Ключевые слова: муниципальный служащий; профессиональная подготовка; ат-
тестация; самообучение; наставничество; обучение. 

 
Введение: Успешное функционирование всей системы местного самоуправления 
в первую очередь зависит от деятельности её работников – муниципальных слу-
жащих. От должного и своевременного принятия необходимых решений, испол-
нения своих должностных обязанностей, уровня знаний и умений муниципальных 
служащих зависит эффективная деятельность аппарата муниципального управле-
ния и практические результаты его деятельности на той или иной территории. Но 
для должного осуществления своих обязанностей недостаточно наличие первич-
ных навыков при приеме на работу, в постоянно изменяющихся условиях общест-
ва и государства дальнейшая профессиональная подготовка муниципальных слу-
жащих имеет большое значение. Э.И. Забнева подчёркивает, что в ходе современ-
ной модернизации предъявляются повышенные требования к уровню профессио-
нализма муниципальных служащих. Необходимость трансформации их деятель-
ности обусловлена задачами современного государственного управления и эф-
фективного удовлетворения потребностей граждан. [1]. Таким образом, муници-
пальный служащий должен осуществлять свою деятельность профессионально и 
эффективно, вне зависимости от уровня сложности и условий ненормированного 
рабочего дня, что напрямую связано с уровнем его подготовки. 

В настоящее время в Российской Федерации имеется квалифици-
рованный кадровый состав муниципальных служащих – по данным Росстата 
90,5% служащих имеют высшее образование, из них 6,5% по специальности госу-
дарственное и муниципальное управление, 16,8% – юриспруденция [2]. Но даль-
нейшая профессиональная подготовка требует внимания – последующее образо-
вание имеется только у 10,9% служащих. Текущая актуальность рассматриваемой 
темы обусловлена существованием определенных проблем в сфере подготовки 
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муниципальных служащих, а также потребностью в реализации инновационных 
подходов к совершенствованию их профессиональных компетенций.  

Необходимость наличия и поддержки профессиональных навыков 
муниципального служащего определено законодательно в Федеральном законе от 
02.03.2007 №25-ФЗ «О муниципальной службе в Российской Федерации» [3]. Так, 
муниципальный служащий обязан для исполнения своих должностных обязанно-
стей поддерживать уровень квалификации и имеет право на повышение квалифи-
кации за счёт средств местного бюджета. Аттестация является ключевым меха-
низмом оценки профессиональной компетентности муниципальных служащих. 
По её итогам сотрудник может быть рекомендован к повышению квалификации. 
Законодательство определяет строгие временные рамки для прохождения атте-
стации - один раз в три года. [4].  

Так, рекомендацию на повышение квалификации муниципальный 
служащий может получить только при отсутствии необходимой для осуществле-
ния своей деятельности базы знаний. Но на этом не должна ограничиваться про-
фессиональная подготовка сотрудников. Самостоятельное изучение современных 
подходов, методов и технологий муниципального управления является важным 
фактором профессионального развития специалистов в этой области. С целью по-
вышения квалификации сотрудников муниципальных органов целесообразно ор-
ганизовать систему поддержки самообразования.  К таким мерам можно отнести: 
поощрение инициативы сотрудников в области самообразования; проведение до-
полнительных курсов и семинаров с участием преподавателей и исследователей; 
предоставление доступа к научной и учебной литературе за счет средств местного 
бюджета. 

Важным аспектом является не только уровень профессионального 
образования, но и психологической подготовки, которая также входит в систему 
профессиональных навыков муниципального служащего, так как сотрудник дол-
жен не только грамотно выполнять свои обязанности, но и стойко выдерживать 
возложенную на него нагрузку в условиях ненормированного рабочего дня. Пред-
ставляется возможным внедрение проведения на постоянной основе различных 
психологических тестов для оценки состояния служащего и организация семина-
ров и кружков для формирования психологической устойчивости сотрудника.  

Помимо этого, в настоящее время практически не используется ме-
тод наставничества, который был упомянут ещё в Указе Президента Российской 
Федерации от 07.05.2012 №601 «Об основных направлениях совершенствования 
системы государственного управления» [5]. В документе затронута тема поэтап-
ного внедрения наставничества в качестве эффективного инструмента повышения 
квалификации государственных и муниципальных служащих. Передача опыта и 
знаний со стороны опытных специалистов способствует всестороннему профес-
сиональному развитию молодых сотрудников. Данное нововведение позволит 
осуществить передачу опыта и обучение непосредственно на рабочем месте без 
отрыва от возложенных обязанностей и наиболее полным образом адаптировать 
сотрудника при поступлении на должность. Представляется целесообразным раз-
работать положение об организации наставничества, которое четко определит це-
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ли, задачи, права и обязанности участников наставничества, порядок организации, 
перечень мотивирующих факторов развития наставничества.  

Таким образом, совершенствование профессиональной подготовки 
муниципальных служащих имеет важное значение для формирования надёжного 
кадрового состава, который должным образом будет выполнять возложенные на 
него обязанности. Уделяя достаточное внимание формированию и развитию про-
фессиональных навыков сотрудников, представляется возможным сформировать 
успешно функционирующий муниципальный аппарат с постоянным притоком 
квалифицированных работников. В настоящее время круг задач муниципальных 
служащих постоянно увеличивается и изменяется в связи с непрерывным разви-
тием общества и государства, что предопределяет внедрение новых механизмов и 
технологий совершенствования их профессиональной подготовки и указывает на 
необходимость обеспечения постоянного и непрерывного характера подготовки. 
При этом важно учитывать интересы самих служащих и результаты их предыду-
щего обучения, а также осуществлять постоянное внедрение новых технологий, в 
частности дистанционное и интернет-обучение.  
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Аннотация. Главная функция речи – это общение, а комплименты являются 
частью живой речи. С помощью речи мы выражаем и чувства (отношение к собы-
тию), и мысли одновременно. Психологически человек всегда остро нуждается в 
положительных эмоциях. Если проявишь к нему интерес, акцентируешь внимание 
на внешности, похвалишь, то сразу становишься симпатичен человеку. У нас под-
нимается настроение, мы сами становимся желанными собеседниками. Располо-
жить к себе человека помогает совершенно простой способ – комплимент. Но не 
все им владеют, так как хороший, удачно сказанный комплимент – это искусство. 

Ключевые слова: комплимент, деловые отношения, эмоциональный фон, 
типы комплиментов. 

Введение: Комплименты считаются одним из базисов в коммуникации че-
ловечества. Они используются людьми в различных сферах жизни. Начиная с 
личной сферы, заканчивая рабочей. Их важно уметь правильно применять, чтобы 
они звучали уместно в контексте ситуации, в деловых отношениях. 

Комплимент является важной составляющей делового речевого этикета. 
Изучению данного явления обращались многие исследователи: А.А. Акишин, 
М.Л. Асмолова, А.В. Сурадейкина, А.А. Нагорняк, А. А. Валовая, М. Варбан, 
А. Довбах ,Н.И. Формановская,В.П.Шейнов и другие. Обратим внимание на зна-
чение этого слова. Различные словари одинаково трактуют данное понятие. 

В энциклопедическом словаре дается следующее толкование: «Комплимент 
(франц. compliment) -1) лестное замечание в адрес кого-либо, похвала.2) Традици-
онный поклон артиста по окончании номера и в ответ на вызовы зрителей (пре-
имущественно в цирке). В словаре иностранных слов комплимент рассматривает-
ся как «любезные, приятные слова, лестный отзыв». 

А.В. Бартош и Е.А. Нечаева приводят определение, в котором «комплимен-
том называется небольшое преувеличение достоинства, которое собеседник жела-
ет видеть в себе» [2,С.3]. 

Изучив точки зрения нескольких ученых-лингвистов, можно выделить сле-
дующие признаки комплимента: 

– характерная эмоциональность; 
– выраженное одобрение; 
– положительная реакция у собеседника. 
Следовательно, комплимент – это фраза, вызывающая положительную эмо-

циональную реакцию адресата. При помощи комплиментов дается субъективная 
оценка, иногда наблюдается преувеличение достоинств собеседника, повышенная 
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эмоциональность. По мнению Шейнова В.П., «комплимент – слова и выражения, 
содержащие небольшое преувеличение положительных качеств человека» [5]. Че-
ловеку свойственна нужда в похвале. Это может касаться его деятельности, внеш-
ности и многих других факторов. Именно поэтому не стоит недооценивать значи-
мость комплиментов. 

Комплименты в деловой коммуникации вызывают у партнёров положи-
тельные эмоции, такие как удовлетворение, радость и притяжение к тому, кто их 
сказал. Это происходит по следующему механизму: человек слышит положитель-
ную оценку какого-то личностного или профессионального качества, принимает 
её за реальность, возникает чувство удовлетворения. Затем эти эмоции переносят-
ся на того, кто их сказал, и в итоге возникает положительное отношение и притя-
жение к этому человеку. Кроме того, комплименты помогают партнёрам ощутить 
чувство собственной значимости, ценности своего труда, полезности и эффек-
тивности своих действий. 

Оказание эмоциональной поддержки также является функцией комплимен-
тов. Проведенное А. О. Ариповой и Т. Л. Крюковой эмпирическое исследование,  
выявило предпочтения по получаемым и оказываемым формам эмоционального 
удовлетворения: «комплимент» высоко оценивался личностью как форма получе-
ния эмоциональной поддержки «в связи с укреплением веры в себя, в свои силы и 
развитие мотивации для разрешения сложившихся трудностей» [1,С.105]. 

В типологии комплиментов выделяют: 
– прямые – комплименты, направленные непосредственно к личному каче-

ству человека. Пример: ты красивый! 
 – косвенные – похвала посвящена тому, что принадлежит человеку: его 

объекты любви, гордости, увеличения, хобби и т.д. Пример: у вас такой чудесный 
ребёнок! 

– парадокс – сначала выражают отрицательный отзыв, а затем следует по-
ложительный. Пример: сначала ты мне показался высокомерным, но после обще-
ния с тобой я поняла, что ты – добрый и отзывчивый человек. 

 – антитеза – принижение своих качеств для яркого выражения положитель-
ных качеств собеседника. Пример: ты такой разносторонний человек по сравне-
нию со мной. 

– сравнение – используются метафоры в качестве комплимента. Пример: ты 
красива, словно цветы на лужайке.  

Применяемые в деловой коммуникации комплименты отличаются от ком-
муникации людей в повседневной жизни, здесь присутствует определенная струк-
тура, состоящая из: 

 – подготовки; 
 – планирования; 
 – дискуссии. 
Также важно отменить определенные условия: 
 – чёткая цель, которая значима для обеих сторон; 
 – отсутствие симпатии/антипатии; 
 – соблюдение делового этикета. 
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В целом, трудно представить успешную деловую коммуникацию без ком-
плиментов. При этом важно учитывать определенные правила, применение кото-
рых считаем эффективным: 

 – нужно избегать двусмысленных комплиментов. Важно подчеркнуть толь-
ко положительные качества; 

 – отсутствие лести и надуманных комплиментов, поскольку человек может 
почувствовать неискренность;  

 – важно учитывать самооценку партнера, поскольку можно занизить каче-
ство собеседника, что только его оттолкнет; 

–  комплимент должен отражать положительные качества с точки зрения 
факта, а не рекомендации; 

 –также важно, чтобы в комплименте была конкретика, чтобы подчеркнуть 
искренность высказываний;  

 – использовать  комплимент исходя из контекста. 
Применение этих правил позволит избежать неудобных и неловких ситуа-

ций и помочь при построении деловых отношений. Если ваше высказывание ока-
залось удачным, то это поможет установить первоначальный контакт и создать 
позитивный настрой для дальнейшего развития деловой беседы. 

Используя метод наблюдения и анкетирования, мы решили выяснить, упот-
ребляют ли студенты  комплименты в своей речи. Нами была составлена анкета, 
результаты которой мы представляем вашему вниманию. 

В опросе принимало участие 60 человек (40 студентов  1 и 2 курса и 20 пре-
подавателей и сотрудников ). Анализ результатов анкетирования показал, что 
студенты чаще делают комплименты (52 человека– 88%), чем преподаватели (10 
человек – 50%). 

На вопрос, «В какой ситуации Вы чаще всего делаете комплименты?» сту-
денты  ответили, что употребляют комплименты в ситуации повседневного не-
принужденного общения (70%). Преподаватели и сотрудники также предпочита-
ют произносить комплименты в разговорной речи (65%). 

Основной целью комплимента обучающиеся считают стремление сделать 
приятное собеседнику (80%). Взрослые поддерживают эту же точку зрения (75%). 

На вопрос «Что является предметом комплимента?» учащиеся дали сле-
дующие ответы: внешность – 65%, одежда – 25%, успех в конкретной ситуации – 
27,5%, качества характера, природные способности – 80%. Взрослые ответили, 
что говорят комплименты в связи с успехом в конкретной ситуации – 40%, отме-
чают внешность – 20%, одежду – 15%, качества характера – 25%. 

Студенты и преподаватели предпочитают употреблять краткие комплимен-
ты, лишенные экспрессии (студенты – 70%, взрослые – 65%). 
Следует отметить, что среди студентов наиболее часто употребляют комплимен-
ты девушки (60%), среди преподавателей – респондентов женщины (65%). 

Многим был интересен вопрос о том, какие эмоциональные качества вызы-
вает получение комплимента от собеседника: положительные эмоции  в целом – 
100%, удовлетворение – 85%,, радость – 70%, и притяжение к тому, кто их ска-
зал– 70%. 
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Кроме этого, объектом нашего исследования стали комментарии к фотогра-
фиям однокурсников социальной сети «В Контакте». Студенты чаще всего дела-
ют комплименты по поводу внешности. В основном дают высокую оценку («Кра-
сава!!!!!», «Прикольные!)))», «Супер гут!!!», «Красавишна!» и другие). 

Таким образом, выводы к  которым мы пришли в результате анкетирования 
заключаются в следующем:  в последние десятилетия комплименты говорят  чаще 
женщины, чем мужчины; комплименты  делаются не только  в деловых отноше-
ниях, но в повседневном общении. 

Что касается нас, то мы часто используем комплименты. Нам нравится де-
лать людям что-нибудь хорошее, а это один из способов, который может вызвать 
положительные эмоции у человека. Нам кажется, что они помогают расположить 
к себе и здесь важно, чтобы они были искренними.  

Выводы. Для успеха в деловой коммуникации нам следует помнить о том, 
что чем приятнее будет людям общаться, тем выше будет шанс удачно решить 
деловую проблему или заключить сделку. Показать деловым партнерам, что вы 
ими интересуетесь, позволяют комплименты, то есть приятные слова, содержа-
щие небольшое преувеличение положительных качеств человека. Важно учиться 
видеть в людях хорошее. Когда мы делаем искренний комплимент, то мы не толь-
ко передаем информацию на вербальном уровне, но и излучаем позитивную энер-
гию. Люди улавливают исходящие от нас положительные волны, и это вызывает у 
них положительные эмоции, располагает их к нам. Поэтому, говоря комплимен-
ты, мы не только доставляем удовольствие другому человеку, но и помогаем по-
лучить его обратно себе. Так  что польза от комплиментов всем. 
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Аннотация. На современном этапе образования большое значение приоб-

ретают использование различных технологий, особенно инновационных. Среди 
множества педагогических технологий, наиболее адекватных поставленным це-
лям ориентации на формирование правовых компетенций студентов профессио-
нального образования является использование правовых казусов. 

В статье анализируется использование игровых методик и работа с право-
выми источниками с целью совершенствования правовых знаний. Подробно раз-
бирается применение метода анализа правового казуса на уроках обществознания 
и основ права. Подчеркиваются такие плюсы данной методики, как возможность 
отображения прямой связи между нормами права и всеми сторонами жизни обще-
ства, подготовка обучающихся к выполнению обязанностей гражданина, знаком-
ство с правилами межличностных отношений.  

Ключевые слова: метод обучения, казус, учебные задачи, кейс-технологии.  
Введение. В отличие от применения традиционных лекционных занятий 

использование метода решения правового казуса в процессе изучения правовых 
дисциплин вызывает у обучающихся интерес к познавательному и творческому 
поиску и открытию, а также умению работать в коллективе. С помощью игровой 
технологии путем достижения совместными усилиями образовательных целей у 
учащихся формируется необходимая система знаний, умений и навыков. В тоже 
время необходимо признать, что проблема применения рассматриваемого метода  
в процессе правового образования существует и имеет свои причины. К ним мож-
но отнести: недостаточную подготовленность педагогов к организации и прове-
дению занятий с использованием  решения учебных правовых ситуаций. Также, 
известна достаточная сложность их внедрения в реальный образовательный про-
цесс, что обусловлено методическими недоработками; затруднениями при подго-
товке содержательной учебной информации в виде проблемных познавательных 
задач. 

Целью исследования является обобщение современных теоретических ос-
нов и методики обучения праву, рассмотрение вариантов использования учебных 
задач на занятиях по правовым дисциплинам, выработка практического умения 
применения правовых казусов. 

Среди наиболее значимых компонентов методики преподавания юридиче-
ских дисциплин можно выделить: рационализацию предмета, постановку целей и 
задач преподавания; структурирование предмета; определение методов и приемов 
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обучения; определение и использование средств оценивания; планирование учеб-
ной деятельности. 

По мнению Петровой Е.В., «метод обучения - это процесс взаимодействия 
между преподавателем и обучаемыми, в результате которого происходит переда-
ча и усвоение знаний, умений и навыков, предусмотренных содержанием обуче-
ния» [2]. 

Решение казусов предназначены в первую очередь для того, чтобы научить 
студентов понимать смысл закона и применять нормы права к конкретным жиз-
ненным ситуациям. Такие ситуации излагаются в задачах-казусах, некоторые из 
них имеют в своей основе рассмотренные судебные дела. 

Согласно токовому словарю С. И. Ожегова, казус — это «сложный, запу-
танный случай» [3]. Непременным условием правильного решения казусов явля-
ется умение четко сформулировать к основному вопросу дополнительные вопро-
сы, охватывающие содержание задачи. Правильный ответ на дополнительные во-
просы позволит сделать верный окончательный вывод. Решение казусов должно 
быть полным и развернутым. В решении должен быть виден ход рассуждений 
студента. 

1. Анализ ситуации. На данном этапе необходимо, прежде всего, уяснить 
содержание задачи, сущность возникшего спора и все обстоятельства дела. 

2. Оценка ситуации (доводов сторон) с точки зрения действующего законо-
дательства. Для этого студент должен определить юридическое значение факти-
ческих обстоятельств, упомянутых в задаче, и квалифицировать указанное в усло-
вии задачи правоотношение. 

3. Формулировка выводов, в том числе об обоснованности требований или 
возражений сторон спора, а если дело уже решено судом – то и об обоснованно-
сти изложенного в казусе решения. 

Использование имитационно-игрового моделирования дает возможность 
отразить в образовательном процессе максимально приближенные к реальности 
ситуации и поставить перед обучающимися вопросы, требующие сиюминутного 
практического решения. Чаще всего такое моделирование на занятиях по  обще-
ствознанию (право) и правоведению осуществляется в форме деловых и ролевых 
игр, когда воссоздается предметное, правовое и социальное содержание какой-
либо деятельности, а также специфическое эмоциональное отношение студентов 
к ситуации, вероятность столкнуться с которой, в реальной жизни достаточно вы-
сока. Большой интерес представляют рекомендации, которые давал по этому по-
воду профессор З. М. Черниловский , известный специалист по истории права и 
римскому праву, считавший , что нужно весь курс изучения права «снабдить ка-
зусами (задачами), при решении которых, студент вырабатывает юридическое 
мировоззрение, то есть способность видеть тот или иной факт (случай) сквозь 
призму права» [4]. 

Использование игровых методик подразумевает организацию и развитие 
диалогового общения, делает работу студентов увлекательной, позволяя решать 
совместно задачи, значимые для каждого. Перед обучающимися ставится цель 
вжиться в определенный образ, который они будут воплощать в ходе игры. Игра 



362 Шендрик О.А. «ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЮРИДИЧЕСКИХ КАЗУ…» 
 

должна вестись по четким, заранее выработанным правилам. Преподаватель оп-
ределяет проблему, которую будет иллюстрировать эта игра, ситуацию, дейст-
вующих лиц и время. После необходимо обсудить все произошедшее за время иг-
ры, чтобы определить полученный студентами познавательный опыт, осознать 
его ценность. 

 Таким образом, по мнению Егорова В.Е., «решение казусов дает возмож-
ность развивать юридическое мышление, оттачивать аргументацию, владеть мас-
терством правовой критики» [1]. 

Примером эффективной формы проведения учебного занятия может стать 
применение кейс-технологии для решения правовых задач. Так, на семинарском 
занятии по теме «Гражданско-правовой договор», будет рационально обобщить и 
закрепить изученный  материал, рассмотрев кейсы или конкретные правовые си-
туации. Для кейса 1, можно предложить инсценировку (ролевую игру), подготов-
ленную студентами  группы. Задача студентов: внимательно прослушать судеб-
ный процесс и дать оценку, анализ просмотренной ситуации. Участники ролевой 
игры (истец, ответчик, судья, эксперт) должны подготовить свои роли до начала 
занятия.  

Ситуация:  Гр-н Милонов 16 июня 2020 г. купил в магазине фирмы «Фокст-
рот»  телевизор марки «SONY» стоимостью 60 000 рублей. На телевизор был ус-
тановлен гарантийный срок – 3 года. 10 июня 2021г. в связи с обнаружением не-
исправности Милонов обратился к представителям фирмы с просьбой о растор-
жении договора купли-продажи. Телевизор был принят представителем сервис – 
центра, но в возврате Милонову было отказано и предложено обратиться в суд. 
Через неделю покупатель вновь пришел к представителям фирмы с просьбой рас-
торгнуть договор и возвратить уплаченные деньги. Милонов оформил  иск и об-
ратился в суд за защитой своего права. 

До вынесения решения суда ребятам предлагается обсудить эту проблему в 
группе с предварительным прогнозом о решении суда. Затем проходит беседа с 
вопросами, контролирующими понимание и анализ данной ситуации, а так же 
проверка теоретических знаний учащихся гражданского законодательства.  

Вопросы для беседы: 1) Какой закон является основным при регулировании 
потребительских отношений? 2) В какой форме был заключен договор купли-
продажи? 3) Какие формы заключения договоров вы знаете? 4) Какие условия яв-
ляются существенными при составлении договора купли-продажи в данной си-
туации? 5) В течении какого времени обеспечивается безопасность товара? 6) Ка-
кие обстоятельства могут освободить исполнителя, изготовителя, продавца от 
юридической ответственности перед потребителем?  

Второе задание носит более теоретический характер, для его решения тре-
буются знания по гражданскому праву, полученные ранее. Группа делится на 
подгруппы, раздаются кейсы и объясняются задачи, поставленные перед группа-
ми.  

Кейс 2. Ситуация: Крестьянское (фермерское) хозяйство ООО «Рассвет» 
должно было поставить кафе «Армения» по договору клубнику. Но хозяйство не 
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смогло вовремя поставить  клубнику, т.к. урожай практически весь был уничто-
жен градом.  

Задания:1. Наступит ли  для ООО «Рассвет» гражданско-правовая ответст-
венность? Свой ответ обоснуйте 2. Каковы основные принципы исполнения дого-
ворных обязательств? Информация: при решении кейса обратите внимание на ст. 
310, 450 ГК РФ. 

Кейс 3. Ситуация: Гр-н Перминов в состоянии алкогольного опьянения  
продал золотое кольцо с драгоценными камнями– семейную реликвию. Его жена 
потребовала от  покупателя – гражданина Вершинина вернуть кольцо, предложив 
назад деньги, полученные за проданное кольцо. Гр-н Вершинин отказывается 
вернуть покупку и забрать назад деньги.  

Задания: 1. Будет ли признана действительной следующая сделка? 2. Чем 
отличается правоспособность от дееспособности? 3.Кого могут признать ограни-
ченно дееспособным? 4. Какой орган может признать лицо ограниченно дееспо-
собным? Информация: при решении кейса обратите внимание на ст. 26- 30 ГК РФ.  

Кейс 4. Ситуация: гр-н Говоров знал о том, что у гр-на Синицына отец на-
ходился в тяжелом состоянии в больнице. Требовалась большая сумма денег для 
лечения. Говоров предложил Синицыну на очень невыгодных для последнего ус-
ловиях купить принадлежащий ему автомобиль. Остро нуждающийся в деньгах 
Синицын был вынужден согласиться с предложением Говорова и продать авто-
мобиль по крайне низкой цене. Когда отец поправился, Синицын обратился в суд 
с иском о признании сделки недействительной.  

Задания: 1. Удовлетворит ли суд иск Синицына? 2. Какие виды сделок вам 
известны? 3. Какие условия способствуют признанию сделки недействительной? 
Студентам предлагается оформить решение кейса в письменном виде, по заготов-
ленному заранее, предложенному преподавателем образцу и со ссылкой на зако-
нодательство. Каждой группе выдаются буквы, затем предлагается  показать ту 
букву, под которой находится правильный ответ. 

Развивать и активизировать познавательную деятельность студентов, ис-
пользуя интерактивные методы обучения, необходимо на каждом занятии. При-
меняя методологические особенности проведения практического занятия, нахо-
дясь в поиске оптимального метода обучения в соответствии с каждой конкретной 
темой, преподаватель повышает  заинтересованность обучающихся в изучении 
дисциплины. Обучение в интерактивном режиме реализуется, если на это нацеле-
ны учебные задания или ситуации. В какой части учебного процесса найти место 
решению ситуационных задач и в какой форме лучше проводить занятия?  

При изучении раздела «Трудовое право», темы «Право социального обеспе-
чения»  с помощью решения ситуационных задач закрепляем нормы, изученные 
на теоретическом занятии, а также стараемся сформировать навык самостоятель-
ного поиска подзаконных актов, обратив внимание на важности их применения. 
Например, такая задача. 

Работник предприятия  «Новинка», проработавший уже 2,5 года на вредном 
производстве, узнал, что ему полагаются доплаты за вредные условия труда. Он 
не знает какова сумма доплаты и где в законодательстве о ней упоминается. 
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1. Каким образом должна выплачиваться заработная плата работникам, про-
работавшим на вредном производстве? 

2. Может ли работник самостоятельно подсчитать сумму своей заработной 
платы с учетом доплаты? 

Правильный ответ студенты находят в Трудовом кодексе, статье 147: оплата 
труда работников, занятых на работах с вредными, опасными условиями труда, 
устанавливается в повышенном размере по сравнению с тарифными ставками или 
окладами, предусмотренными для аналогичных работ с нормальными условиями, 
что показывает связь трудового и социального законодательства. 

Перед преподавателем стоит задача объяснить основные принципы и нормы 
права, помочь обучающимся понять важность изучения права в обществе, разъяс-
нить специфические аспекты права, показать межпредметные связи. Необходимо 
помнить, что нужно учитывать интересы и потребности обучающихся. Поэтому в 
настоящее время становится актуально преподавать «Право» не как академиче-
скую дисциплину, а как связанную со всеми сторонами социальной жизни систе-
му норм, которой должен руководствоваться каждый человек в своей деятельно-
сти. Подобную связь на занятиях по праву можно сформировать, работая с источ-
никами правовой информации. 

Для работы студентам выдается пакет документов, содержащий описание 
правового казуса, выдержки из нормативно-правовых актов и вопросы для его 
анализа. Данная работа может проводиться как в групповой, парной, так и в инди-
видуальной форме. На первый взгляд кажется, что правовые ситуации схожи, но 
при внимательном рассмотрении ребята понимают, что решение будет разным. 

Ситуация 1.Гр-н Смирнов  на почве неприязненных отношений затеял ссору 
со своей соседкой по площадке  гр-кой Уваровой. В резкой форме заявил, что она 
«уродина», «в голове у нее не все в порядке». Также Смирнов написал неприлич-
ную надпись над квартирой Уваровой, что засвидетельствовала камера наблюде-
ния в подъезде. 

Ситуация 2. Собственник квартиры 12 Д. Смирнов  на почве неприязненных 
отношений к своей соседке из квартиры  11 В. Уваровой на общем собрании 
жильцов дома публично заявил о том, что Уварова  незаконно сдает свою кварти-
ру отдыхающим и на нее необходимо пожаловаться налоговой службе, так как 
она является мошенницей. 

Ситуация 3. После того, как Смирнов на почве неприязненных отношений к 
своей соседке Уваровой В.  на общем собрании жильцов дома публично заявил о 
том, что Уварова незаконно сдает свою квартиру отдыхающими на нее необходи-
мо пожаловаться налоговой службе, так как она является мошенницей. Уварова В. 
с помощью услуг знакомого юриста подала на соседа в мировой суд, потребовав 
компенсировать ей 100 тыс. рублей за моральные страдания. На судебное рас-
смотрение дела Уварова привела своих приятельниц. Они рассказали, что у Ува-
ровой была истерика она плакала после клеветы Смирнова, у нее поднялось дав-
ление, пришлось вызвать скорую. Уварова В. приложила к иску справку о посе-
щении участкового терапевта и кардиолога  после данной ситуации. Помимо это-



Шендрик О.А. «ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЮРИДИЧЕСКИХ КАЗУ…» 365 
 

го, женщина  представила суду документы, подтверждающие, что в результате 
прокурорской проверки клевета со стороны ее соседа была доказана. 

Студентам  предоставляются выдержки из указанных нормативных право-
вых  актов:  

– Кодекс Российской Федерации об административных правонарушениях 
(статья 5.61); 

 – Уголовный Кодекс Российской Федерации (статья 128.1);  
– Гражданский кодекс Российской Федерации (статья 151). 
Проанализируйте правовые казусы, ответьте на вопросы (вопросы для раз-

ных правовых казусов будут одинаковыми).  
1. Что, где и когда произошло? Назовите участников. Каких фактов не хва-

тает для полноценного понимания ситуации?  
2. Какие законы и другие нормативно-правовые акты (с указанием конкрет-

ной статьи) применяются в данном случае?  
3. Сформулируйте юридический вопрос от пострадавшего (потерпевшего)? 

В какой орган обратиться для решения данного вопроса? 
4. Какие аргументы может представить каждая сторона (опирайтесь на фак-

ты дела и действующее законодательство)? 
 5. Какое решение должно быть принято по этому вопросу? На чем основано 

данное решение? 
Отметим, что подготовка пакета документов для метода анализа правового 

казуса занимает много времени, однако результативность такого занятия гораздо 
выше обычного, так как реализуется важнейший для обществознания принцип 
связи обучения с жизнью, способствующий социализации личности. На занятии 
обучающиеся приобретают опыт применения полученных компетенций в жиз-
ненных ситуациях, осваивают необходимые в современном мире социальные ро-
ли активного члена гражданского общества.  

Выводы. В современной педагогической практике накопилось множество 
разнообразных вариантов использования правовых казусов, так как этот метод ак-
тивно развивается и как технология обучения, и как способ организации внеучеб-
ной коллективной творческой деятельности обучающихся.  

Изучение казусов есть способ обучения праву, ориентированный на иссле-
дование. Он разработан для того, чтобы помочь обучающимся применять теорию 
права к реальным жизненным ситуациям. Поскольку учащимся не дается ясного 
юридического правила или нормы, которые нужно применить для решения той 
или иной проблемы, им приходится вырабатывать свои собственные идеи и за-
ключения. Этот процесс помогает пробудить интерес и развить у ребят логику, 
навыки независимого анализа, критического мышления и принятия решения.  

Использование метода анализа правовых казусов способствует тому, что 
студенты активно работают на занятии, а преподаватель сохраняет за собой роль 
координатора деятельности. Данный метод может стать универсальным способом 
преподавания права в рамках любой темы, в любой группе, на всех этапах заня-
тия; он позволяет уйти от поверхностного изучения основ российского законода-
тельства и поможет избежать правового нигилизма со стороны детей. При этом 
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учебно-воспитательный процесс организуется так, что обучающиеся ищут связь 
между новыми и уже полученными знаниями, принимают альтернативные реше-
ния, формируют свои собственные идеи и мысли с помощью различных средств, 
учатся сотрудничеству. 
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